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Kapitel 1
Einleitung
Ein Graph 	ﬀﬁ	ﬂﬃ "!ﬁ	ﬀ#$ besteht aus einer endlichen nichtleeren Menge ﬁ	ﬂﬃ , deren
Elemente Knoten genannt werden, und einer Menge !%	ﬂﬃ , deren Elemente Kanten heißen,
so daß jede Kante &(')!ﬁ	ﬀ# einem ungeordneten Paar von Knoten 	+*,$-. mit *,$-'/%	ﬂﬃ
zugeordnet ist. In einer Darstellung 01	ﬂﬃ eines Graphen  in der Euklidischen Ebene ent-
sprechen den Knoten von  verschiedene Punkte der Ebene, welche durch Jordansche Kur-
venstu¨cke verbunden sind. Die Punkte von 01	ﬀ# werden auch Knoten genannt, und die Kur-
venstu¨cke werden als Kanten bezeichnet. Dabei sollen zwei Kanten ho¨chstens einen gemein-
samen Punkt besitzen, einen Knoten oder einen Kreuzungspunkt. Mehrfachschnittpunkte
und Beru¨hrpunkte sind ausgeschlossen. Eine Darstellung eines Graphen  heißt geradlinige
Darstellung 02	ﬀ# , falls die Knoten von  ausschließlich durch Geradensegmente verbun-
den sind. Eine geradlinige Darstellung eines Graphen  wird mit 0435	ﬀ# bezeichnet, wenn
6
Knoten auf dem Rand der konvexen Hu¨lle von 01	ﬀ# liegen.
Zwei (geradlinige) Darstellungen heißen isomorph, wenn zwischen deren Knoten, Kan-
ten, Kreuzungen, Kantenstu¨cken und Fla¨chen eine eindeutig umkehrbare, die Inzidenz er-
haltende Abbildung existiert.
Im Jahr 1930 bewies KURATOWSKI in [21], daß ein Graph dann und nur dann planar ist,
wenn er keinen zum 798 oder zum 7#:; : homo¨omorphen Teilgraphen entha¨lt. Alle planaren
Graphen lassen sich mit geradlinigen Kanten darstellen, wie Wagner 1936 in [26] und 1948
Fa´ry in [4] bewiesen haben. Dieses Ergebnis geht auch schon aus einer Arbeit von Steinitz
[25] von 1922 hervor.
Zu Problemen, wie der Bestimmung der minimalen und der maximalen Anzahl von
Kreuzungen unter allen Darstellungen eines Graphen, gibt es im allgemeinen nur Schran-
ken.
Welche Anzahlen von Kreuzungen in Darstellungen des vollsta¨ndigen Graphen mo¨glich
sind, wird etwa in [3, 9] diskutiert.
Neben dem 74< sind auch Ergebnisse u¨ber Kreuzungsanzahlen anderer Graphenklassen,
wie etwa dem vollsta¨ndig multipartiten Graphen [14, 22], dem Wu¨rfelgraphen [10] oder dem
Kreisgraphen [2, 5, 13] bereits erschienen.
Schwerpunkt dieser Arbeit ist die minimale Anzahl =>	+? von Kanten mit jeweils ma-
ximal   Kreuzungen in geradlinigen Darstellungen 02	ﬂ74<@ . Entsprechend wird
6
A	+? fu¨r
Darstellungen 01	ﬂ79<B definiert.
1
2Die Frage nach Darstellungen des vollsta¨ndigen Graphen ohne kreuzungsfreie Kanten ist
erstmals 1963 bei RINGEL [24] zu finden. Eine Antwort wurde 1974 von HARBORTH und
MENGERSEN [15] gegeben. In [17] wurde bewiesen, daß 6 
	CD%  fu¨r FEHG
:
 I/J
	ﬂK
 

gilt, daß also fu¨r genu¨gend großes  immer Darstellungen 01	ﬀ74<L existieren, in denen jede
Kante mindestens  MN Kreuzungen hat.
In Kapitel 2 werden grundlegende Ergebnisse zu Anzahlen von Kreuzungen in (geradlini-
gen) Darstellungen des vollsta¨ndigen Graphen angegeben. Insbesondere werden Abscha¨tzun-
gen fu¨r die maximale Anzahl von Kreuzungen in 0 3 	ﬂ79<B angegeben.
Kapitel 3 liefert obere Schranken fu¨r =
	CD und exakte Werte fu¨r   EPOQR
Q
SJ
	+? .
Untere Schranken fu¨r =>	+? werden in Kapitel 4 bestimmt. Hier werden auch Darstellun-
gen 0T35	ﬂ79<@ untersucht, in denen die konvexe Hu¨lle ein
6
-Eck mit
6
U ist.
Fu¨r )EVU kann der Wert U fu¨r =A	+D nicht unterschritten werden, es gilt also A	CDWEVU .
Mit Hilfe einer Konstruktion von 01	ﬀ74<@ wird in Kapitel 5 gezeigt, daß zu jedem   fu¨r
NE
8
:
 
Q
/J
	
 
 Darstellungen 0
8
	ﬂ74<@ existieren, in denen nur die fu¨nf Kanten auf dem
Rand der konvexen Hu¨lle weniger als   Kreuzungen besitzen.
Schließlich werden in Kapitel 6 exakte Werte von =>	CD fu¨r kleine  bewiesen. Fu¨r alle
 

 und   werden in Tabelle 1 außerdem obere Schranken fu¨r A	CD angegeben.
Im Anhang A sind Darstellungen 0X	ﬂ79<B zusammengefaßt, die die oberen Schranken fu¨r
die Werte in Tabelle 1 nachweisen.
Kapitel 2
Eigenschaften geradliniger Darstellungen
Die Menge aller geradlinigen Darstellungen 01	ﬀ# eines Graphen  ist in der Menge aller
Darstellungen 01	ﬀ# enthalten. Also gilt fu¨r die Anzahlen YZ	ﬂ79<B und YZ	ﬂ79<@ von nicht-
isomorphen Darstellungen 01	ﬂ79<B beziehungsweise geradlinigen Darstellungen 0X	ﬂ74<@
YZ	ﬂ79<B[E YZ	ﬂ79<@? (2.1)
mit Gleichheit fu¨r S]\ . Fu¨r vollsta¨ndige Graphen 79< sind Y^	ﬀ74<L und YZ	ﬂ79<B bisher nur
fu¨r _a` bekannt [6, 11, 18, 23]. Es gilt YZ	ﬂ79<BW  bLbU    und YZ	ﬂ79<BW  bLcL  U fu¨r
dcb\LbUL` (siehe Abbildung 2.1).
eIfﬂgihkj
eIfﬂgilkj eIfﬀgimkj eIfﬂginkj
eIfﬂgiokj
Abbildung 2.1. Alle geradlinigen Darstellungen des 74< fu¨r 9SdN` .
Fu¨r die minimalen Anzahlen pqr	ﬂ79<@ und pst	ﬀ74<@ von Kreuzungen unter allen Darstel-
lungen 01	ﬀ74<@ und 02	ﬂ74<@ sind bisher nur die oberen Schranken von GUY [1, 3, 7]
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4mit Gleichheit fu¨r y z , und von JENSEN [19]
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bekannt. Die unteren Schranken
pst	ﬀ74<@[E



I	Cwu

	CwuS	Cwuxc fu¨r E 
und
pqr	ﬂ79<@ME
wuSU

wuS`

<
8
<
|
G
:
stammen von KLEITMANN [3, 20] beziehungsweise von GUY [8]. Wegen (2.1) gilt
psr	ﬀ74<@MENpqr	ﬂ79<@?
Nach RINGEL [24] ist die maximale Anzahl Y(	ﬂ79<B von Kreuzungen in Darstellungen
des vollsta¨ndigen Graphen
Y(	ﬀ74<L[

\
 (2.2)
Eine geradlinige Darstellung des 74< besitzt ebenfalls maximal <
G
Kreuzungen und zwar
genau dann, wenn die Knoten ein konvexes  -Eck bilden, weil nur in diesem Fall je vier
Knoten eine Kreuzung erzeugen. Es gilt also
Y	ﬂ79<B[/Y(	ﬀ74<L .
Darstellungen 0T35	ﬂ79<B mit
6
 haben also weniger als <
G
Kreuzungen. Fu¨r die maxi-
male Anzahl YW3~	ﬂ79<B von Kreuzungen in 0T35	ﬂ79<@ folgt aus den Ergebnissen in [3, 9], daß
fu¨r
61
 gilt Y35	ﬀ74<@ <
G
uŁ	+2uc
 . Hier wird die Gleichheit nur im Fall
6
/1u

angenommen.
Eine scha¨rfere obere Schranke fu¨r Y
3
	ﬀ74<@ wird im folgenden Satz angegeben.
Satz 1. Es gilt Y35	ﬀ74<@ 
\
uN	
6
uxR	+wu
6
uS
wu
6

.
Beweis. Jeder der vu
6
Knoten  innerhalb des
6
-Ecks  liegt in mindestens
6
uS Drei-
ecken -
-
s- , wobei - , -
 und -
 Knoten des
6
-Ecks sind. Diese konkaven Vierecke bestim-
men also keine Kreuzung.
Die Kanten von  und die Kanten von einem inneren Knoten  zu allen Knoten von
 teilen das
6
-Eck in Dreiecke, so daß jeder weitere innere Knoten  mit  und zwei
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aufeinanderfolgenden Knoten auf  ein konkaves Viereck bildet. Insgesamt entha¨lt also
0435	ﬂ74<@ fu¨r
6
wuS mindestens  <
|
3
Q weitere Vierecke, die keine Kreuzung erzeugen.
Durch Subtraktion der Mindestanzahlen konkaver Vierecke von Y	ﬀ74<@ ergibt sich die
Behauptung. 
In Satz 2 wird Y 3 	ﬂ79<B nach unten abgescha¨tzt.
Satz 2. Es gilt
Y 3 	ﬀ74<@[E

\
u
	C
N
	ﬀ`I	+wudﬃuScu
6
	ﬀcwuS\bﬃuxR	+


`
mit ( <|
3
3
.
Beweis. Zum Beweis der Abscha¨tzung wird die folgende Konstruktion von 0935	ﬂ79<B betrach-
tet. Zuna¨chst werden die Knoten -~"- Q RbRr$-
3
als regula¨res
6
-Eck  in die Ebene gezeich-
net. Die Darstellung des vollsta¨ndigen Teilgraphen der Knoten -
 mit (  bRRRr
6
und
allen Kanten 	+-
$-
k hat
6
Randdreiecke, die von Kantensegmenten der Kanten 	C-|~ "-~" ,
	C-$-
Q
 und der Kante 	+-
"-~ berandet werden. Die Knoten 9$ Q RRRr"<|
3
innerhalb
des 6 -Ecks werden so gleichma¨ßig wie mo¨glich auf diese Randdreiecke aufgeteilt. Dann gilt
fu¨r die Anzahl  der Dreiecke, in denen   <|
3
3
Knoten liegen, und die Anzahl  Q von
Dreiecken, in denen sich  N  <|
3
3
 Knoten befinden mit    Q 
6
wu
6
_ﬀ


Q
	C
N
i
6
ﬃu
Q



Q



Q ,
also

Q
¡vu
6
	C
N
 .
Daraus folgt
D
6
uy
Q

6
u¢	Cwu
6
ﬃu
6
[
6
	+

u .
Die Knoten 9$ Q bRRt$<
|
3
werden so auf die Kreislinie des Inkreises des
6
-Ecks
gezeichnet, daß sie fu¨r  £
6
u
 dicht an den Kanten 	+-
"-~ auf einer Seite des
Beru¨hrungspunktes liegen (siehe Abbildung 2.2). Im Fall 6¤  	ﬀ¥(¦B§v
 werden die Knoten
von  in einer ¨ -Umgebung verschoben, um Mehrfachkreuzungen zu vermeiden.
-
|~
-

-~
Abbildung 2.2. Konstruktion von 0
8
	ﬀ7s}$ .
6Die Knoten von 0 3 	ﬂ79<B werden in folgende Klassen von Vierecken unterteilt:
1. -+-s-© mit -
ª$-
©$-ﬁ'y und [«' ,
2. -+-sz mit -ﬂ$-¬' und A$i«' ,
3. -+qk mit -
'y und z$>$i«' ,
4. -+-s-©- mit -ﬂ$-z$-
A"-r'y ,
5. ªz mit $©$>$i«'y .
Es wird fu¨r jede der Klassen die Anzahl der konkaven Vierecke geza¨hlt und deren Summe
von der maximalen Anzahl Y	ﬀ74<@[ <
G
von Kreuzungen in 01	ﬂ79<B abgezogen.
Fu¨r die Anzahl ­5 von konkaven Vierecken -
®-
s-
z gilt
­5MP	+vu
6
	
6
ux ,
denn jeder der wu 6 Knoten [«' liegt innerhalb von 6 ux Dreiecken -+-s- .
Zur Bestimmung der Anzahl ­ Q von konkaven Vierecken -+-sk werden zum einen
solche Vierecke geza¨hlt, deren Knoten  und  in dem gleichen Randdreieck des vollsta¨ndi-
gen Teilgraphen der Knoten von  liegen. In diesem Fall bilden nur die  ¯Q und  Q ¯ ~Q
Knotenpaare  und  mit dem Knoten - , dessen Kanten zu  und  kreuzungsfrei sind,
und jedem der restlichen 6 u  Knoten von  konkave Vierecke (siehe Abbildung 2.3).
Zum anderen wird die Anzahl der Vierecke bestimmt, in denen sich  und  in ver-
schiedenen Randdreiecken befinden. Hier sind nur die Vierecke von zwei auf  benachbar-
ten Knoten - und - , jedem Knoten in dem von 	+-
ª$-
k begrenzten Randdreieck und jeder
der restlichen _u
6
u/ beziehungsweise _u
6
u°	+
£
 Knoten nicht konvex (siehe
Abbildung 2.4).
-



-

Abbildung 2.3. Ein konkaves Viereck
-®-
ªz in 0
8
	ﬀ7s}$ . Die Knoten  und
 liegen im gleichen Randdreieck.
-


-

Abbildung 2.4. Ein konkaves Viereck
-+-s© in 0
8
	ﬂ7^s}$ . Die Knoten 
und  liegen in verschiedenen Randdrei-
ecken.
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Damit ergibt sich
­
Q
xR	
6
u






Q
	
6
u



N


ﬀt	Cwu
6
uy±


Q
	C
N
	+wu
6
uyﬃu

 .
Die Anzahl ­: von kreuzungsfreien Vierecken -
s© wird bestimmt durch die  ¯
:
und  Q ¯ ~
:
Vierecke, in denen sich die Knoten  ,  und  in einem der Randdreiecke
befinden und dem Knoten -
 , der zu  ,  und  nur kreuzungsfreie Kanten besitzt (siehe
Abbildung 2.5).
Hinzu kommen noch die Vierecke, in denen sich  und  in einem Randdreieck und
 in einem anderen Randdreieck befinden. Sie bilden ein konkaves Viereck nur mit dem
Knoten - , der zu  und  kreuzungsfreie Kanten hat (siehe Abbildung 2.6).
-




Abbildung 2.5. Ein konkaves Viereck
-®ªk in 0
8
	ﬀ7s} . Die Knoten  , 
und  liegen im gleichen Randdreieck.
-




Abbildung 2.6. Ein konkaves Viereck
-+qk in 0
8
	ﬂ7s} . Die Knoten  ,
 und  liegen in zwei verschiedenen
Randdreiecken.
Also gilt
­:x

c


Q


c




	CXu
6
u±


Q

N

	+vu
6
uyﬁu

 .
Die Vierecke -
®-
s-
z-
 und +s© sind alle konvex, da sowohl das
6
-Eck als auch die
vu
6
Knoten innerhalb von  konvexe Polygone sind.
Mit diesen drei Summanden ergibt sich folgendes Resultat.
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Die maximale Anzahl ²^	ﬂ79<B von Kreuzungen auf einer Kante in 01	ﬂ79<L wird von HAR-
BORTH in [10, 11] untersucht. Es gilt
²	ﬀ74<@M
wuS

.
Kanten mit ²	ﬀ74<@ Kreuzungen ko¨nnen ho¨chstens einmal in Darstellungen des vollsta¨ndigen
Graphen vorkommen [10]. Die maximale Anzahl von Kreuzungen auf einer Kante in 01	ﬀ74<@
wird mit ²^	ﬂ74<@ bezeichnet und in Lemma 1 bestimmt.
Lemma 1. Es gilt ²^	ﬂ79<Bi wuS

Q ³I´
*5IyE%
Beweis. Die Gerade durch ein Knotenpaar teilt die Ebene in zwei Halbebenen µ und ¶ .
Die Kante & dieses Knotenpaares kann nur von Kanten geschnitten werden, deren Knoten in
verschiedenen Halbebenen liegen. Wenn sich · Knoten in µ und ¸ Knoten in ¶ befinden, und
jeder Knoten einer Halbebene mit den beiden Knoten von & und jedem Knoten der anderen
Halbebene ein konvexes Viereck bildet, dann entstehen ·@¸ Kreuzungen auf der Kante & . Fu¨r
·

¸xwuS Knoten ist ·@¸ maximal, wenn ·4¸ fu¨r gerade  und ·4¸ N fu¨r ungerade
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 gilt. Damit ist ·B¸ <|
Q
Q
Q
fu¨r gerade  und ·@¸ <
|~Q <|
:Q  <
|
Q
Q
Q
fu¨r ungerade
 , womit das Lemma bewiesen ist. 
Das folgende Korollar ergibt sich unmittelbar aus dem Beweis von Lemma 1.
Korollar 1. Die Knoten einer Kante mit maximaler Anzahl von Kreuzungen liegen auf dem
Rand der konvexen Hu¨lle von 02	ﬀ74<@ .
Kapitel 3
Allgemeine Abscha¨tzungen
In diesem Kapitel werden einige exakte Werte und allgemeine obere Schranken fu¨r =A	+?
angegeben. Die Abbildungen in Anhang A weisen weitere obere Schranken von =A	+D fu¨r

 und     nach.
Es soll bemerkt werden, daß sich die Darstellung 01	ﬀ74<@ einer Zeichnung eines 79< nicht
a¨ndert, wenn Knoten der Zeichnung in genu¨gend kleinen ¨ -Umgebungen verschoben wer-
den.
Wegen (2.1) gilt

	CDME
6

	CDD
Aus der Definition von =
	CD folgt
=A	+?[x=¹©	+? fu¨r  
_º
 (3.1)
In [12] wird fu¨r 6 A	+D die besondere Rolle von Darstellungen 02	ﬂ74<L festgestellt, in
denen die Knoten ein konvexes  -Eck bilden, und alle Kanten innerhalb des  -Ecks liegen.
Zwei Knoten auf dem Rand der konvexen Hu¨lle sind durch eine Diagonale der La¨nge
»
verbunden, wenn
»
die kleinere Anzahl von Kanten auf dem Rand der konvexen Hu¨lle
zwischen diesen beiden Knoten ist. In dem folgenden Lemma werden die Kreuzungen auf
den Diagonalen in 0
<
	ﬀ74<@ bestimmt.
Lemma 2. Fu¨r die Anzahl pA	ﬂ&k von Kreuzungen auf einer Diagonalen &k der La¨nge » 
{
<
Q

u in 0
<
	ﬀ74<L mit  x¬H{ <|
Q
Q

gilt
pA	ﬂ&ki
<¼
G
uy
N
uy
Q fu¨r  ¤  	¥(¦±§w
<
¼
G
uy

:
G
u
Q
uy fu¨r  ¤  	¥(¦±§w5
Beweis. Eine Gerade durch die Endpunkte einer Kante teilt die Ebene in zwei Halbebenen.
Wenn sich in der einen Halbebene · Knoten und in der anderen Halbebene ¸ Knoten befin-
den, dann hat die Kante maximal ·B¸ Kreuzungen. Eine Gerade durch die Endpunkte einer
10
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Diagonalen &k der La¨nge
»
H{
<
Q

u mit  xH{ <
|
Q
Q

teilt die Ebene so, daß in einer Halb-
ebene { <
|
Q
Q

uX Knoten und in der anderen Halbebene ½ <|
Q
Qy¾

 Knoten liegen. In 0
<
	ﬀ74<@
wird eine Diagonale von Kanten mit Endpunkten in verschiedenen Halbebenen gekreuzt, so
daß p
	ﬀ&k[ { <|
Q
Q

u ½
<|
Q
Q ¾

 , woraus das Lemma folgt. 
Fu¨r 
	CD ergeben sich folgende Abscha¨tzungen.
Satz 3. Es gilt
=>	+?
<
Q uyvu
<
Q fu¨r  ¤  	ﬀ¥(¦B§X und    <
¼
G
uywuy
Q
<
Q
u¢	+

ﬂ fu¨r  ¤  	ﬀ¥(¦B§X und    < ¼ |~
G
uywuy
Q
ud
mit  x¬H{ <| GQ

.
Beweis. Es werden Darstellungen 0
<
	ﬂ79<B betrachtet. Nach Lemma 2 hat eine Diagonale
der La¨nge { < Q

uS genau { <|
Q
Q

uy ½
<|
Q
Qy¾

 Kreuzungen. Die Diagonalen kleinerer
La¨ngen haben weniger Kreuzungen. Die Anzahl der Kanten der La¨nge < Q fu¨r 
¤

	ﬀ¥(¦B§v

ist < Q . Diagonalen anderer La¨ngen kommen in 0
<
	ﬂ79<B jeweils  -mal vor. Wird nun   
{
<
|
Q
Q

ud ½
<|
Q
Q¾

 gewa¨hlt, so haben nur die Diagonalen der La¨ngen { < Q

uﬃ
X
¿{
<
Q

u


LRbRr¿{
<
Q

jeweils mehr als   Kreuzungen. Die Anzahl dieser Kanten ist von der Anzahl
aller Kanten abzuziehen, und der Satz ist bewiesen. 
Mit À]	ﬂ79<B wird die maximale Anzahl von Kanten bezeichnet, die die gro¨ßtmo¨gliche
Anzahl ²	ﬀ74<@ von Kreuzungen auf einer Kante unter allen Darstellungen 02	ﬀ74<@ besitzen.
Lemma 3. Fu¨r E gilt ÀÁ	ﬀ74<@[

Q
 fu¨r  ¤  	¥Â¦B§w
 fu¨r  ¤  	¥Â¦B§w5
Beweis. Die in Lemma 1 bestimmte maximale Anzahl ²^	ﬂ79<B von Kreuzungen kommt auf
den la¨ngsten Diagonalen in 0
<
	ﬂ79<B vor.
Angenommen, es gibt eine Darstellung mit mehr Kanten mit ²	ﬀ74<@ Kreuzungen als in
Lemma 3 behauptet.
Ã ÄŁÅ$ÆÇrÈFÉ5Ê : Aus dem Schubfachprinzip folgt, daß von mindestens einem Knoten
- mindestens zwei Kanten mit ²	ﬀ74<@ Kreuzungen ausgehen, etwa zu den Knoten -~ und - Q .
Die beiden Geraden, die von - und -~ beziehungsweise - und - Q bestimmt werden, erzeugen
jeweils zwei Halbebenen. In jeder dieser vier Halbebenen liegen nach dem Beweis von Lem-
ma 1 genau <
|
Q
Q Knoten. Werden die Anzahlen von Knoten in den Winkelbereichen µt¶4Y
beziehungsweise 0 (siehe Abbildung 3.1) mit ·B¸©tp beziehungsweise Ë bezeichnet, so folgt
D
·

p
wuS

p

Ë .
Damit liegt wegen Ë9· x E  mindestens ein Knoten in 0 . Dies ist ein Widerspruch zur
Aussage von Korollar 1, da - dann kein Knoten auf dem Rand der konvexen Hu¨lle ist.
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Ì
Í
Î
Ï
Ð
ÐÒÑ
ÐAÓ
Abbildung 3.1.
Ì
Í
Î
Ï
Ô
Õ
Ð
ÐÒÑ
Ð
Ó
ÐAÖ
Abbildung 3.2.
Ã ×FÅ$ÆÇrÈFÉ5Ê : Mehr als  Kanten mit ²	ﬂ79<B Kreuzungen bestimmen mindestens


 Endpunkte. Dann gibt es nach dem Schubfachprinzip mindestens einen Knoten - ,
der mit drei Kanten inzidiert, die jeweils ²	ﬂ79<B Kreuzungen haben. Ohne Beschra¨nkung
der Allgemeinheit sind dies die Kanten 	C-"-~$ , 	C-¿$- Q  und 	C-"-
:R . Wegen Korollar 1 bilden
die Knoten - , -Ò , - Q und -A: ein konvexes Viereck. Die drei Geraden, die von - und -
 fu¨r
v

bbc bestimmt werden, erzeugen die Winkelbereiche µ , ¶ , Y , 0 , ² und Ø (siehe
Abbildung 3.2). Nach Korollar 1 befinden sich in 0 und ² keine Knoten, da sonst - nicht
Knoten auf dem Rand der konvexen Hu¨lle wa¨re. Die Kanten 	C-"-~$ und 	C-"-
:R haben also nur
dann ²^	ﬂ79<B Kreuzungen, wenn in den Winkelbereichen Ø und Y jeweils mindestens <|
:Q
Knoten liegen (siehe Lemma 2 fu¨r ungerades  und M  ). Dann ergibt sich der Widerspruch,
daß die Darstellung mindestens  <|
:Q  \#¡  Knoten hat. 
Aus Lemma 1 und Lemma 3 folgt fu¨r 01	ﬂ79<B
=A	+?[


fu¨r   E ²	ﬀ74<@ (3.2)
und

	CD[


u

Q
 fu¨r 
¤

	ﬀ¥(¦B§v

 fu¨r 
¤

	ﬀ¥(¦B§v

und    ²	ﬂ79<Bu   (3.3)
Weitere exakte Werte fu¨r kleinere Werte von   werden in den folgenden Sa¨tzen nachge-
wiesen.
Zuna¨chst wird eine obere Schranke fu¨r die maximale Anzahl Ù von Kreuzungen auf zwei
Kanten 	C-¿$-~" und 	C-"- Q  angegeben, wobei - in dem Dreieck -~ﬂ- Q -
: liegt. Der Knoten -
bestimmt mit - Q beziehungsweise -A: jeweils eine Gerade. Diese beiden Geraden erzeugen
vier Winkelbereiche µ , ¶ , Y und 0 (siehe Abbildung 3.3).
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Ð~Ñ
ÐAÓ
Ð
Ö
Ð
Ì
Í
Î
Ï
Abbildung 3.3.
In µ liegt mit -A: mindestens ein Knoten. Mit Ú wird die Anzahl aller Knoten außer -A: in µ ,
¶ und 0 bezeichnet. Also liegen wuyÚÛux\ Knoten in Y .
Jede Kante von einem der )uFÚuŁ\ Knoten aus Y zu einem der Ú Ü Knoten aus
µ)Ýv¶ÞÝ20 schneidet eine der beiden Kanten 	+-¿$-Ò" oder 	+-¿$- Q  . Maximal Ú Kanten von -Ò
und - Q zu den Knoten in µÝy¶¢Ý0 kreuzen 	+-¿$-Ò$ und 	C-"- Q  . Schließlich erzeugen die
Kanten zwischen zwei Knoten aus µyÝv¶SÝw0 ho¨chstens  ß Q
Q
Kreuzungen auf 	C-"-~$ und
	C-¿$-
Q
 . Zusammen ergibt sich
ÙÁ	+wuyÚ^uS\R	+Ú
N


Ú


Ú

Q


Q

u¡cb

\Iu


	CÚu¢	CwuS\
Q
. (3.4)
Diese Abscha¨tzung fu¨r Ù wird maximal, wenn 	CÚu£	C_ua\$
Q
minimal ist. Also muß Ú
mo¨glichst groß sein, weil ÚàxwuS\ gilt.
Mit Hilfe der Abscha¨tzung (3.4) kann in den beiden folgenden Sa¨tzen die Gleichheit in
Satz 3 fu¨r das erste Drittel der Werte von  bewiesen werden.
Satz 4. Fu¨r gerades  gilt
=
	CDi


u


uy
fu¨r ²^	ﬂ79<Buy Q uSu      ²	ﬂ79<Buy Q u  mit  x¬H{ <| Gá

.
Beweis. Aus Satz 3 ergibt sich der behauptete Term als obere Schranke.
Zum Beweis, daß dieser Term auch untere Schranke ist, wird angenommen, daß eine
Darstellung existiert, in der mehr als < Q  ﬂ Kanten jeweils mindestens ²	ﬂ79<Buy Q uS¬
<
¼
G
uxu¡
Q
u/
P Kreuzungen haben. Diese Kanten haben mindestens  < Q  ﬂ N
Endpunkte, also gibt es in 01	ﬂ79<@ mindestens einen Knoten - , der mit
Q
	©â
¼
ã<
~

<
b


Kanten inzidiert, die jeweils mindestens < ¼
G
uvu
Q
uSb
N Kreuzungen haben.
Dieser Knoten liegt entweder außerhalb oder innerhalb der konvexen Hu¨lle der b  
Knoten.
Fall 1: Der Knoten - liegt außerhalb der konvexen Hu¨lle der b   Knoten.
Mit -~ und - Q werden die beiden der    Knoten bezeichnet, die mit - zwei Geraden
ä und äBå bestimmen, so daß in einem Winkelbereich alle restlichen  Knoten liegen (siehe
Abbildung 3.4).
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-~
-
Q
Eb Knoten
-
Â

Q

å


å
Q
ääBå
µ
Abbildung 3.4.
Die Gerade ä bestimmt die beiden Halbebenen Â und  Q . Somit kann 	C-"-~$ mindestens
<
¼
G
uSyuF
Q
uNb
æ Kreuzungen nur dann haben, wenn in beiden Halbebenen mehr als
<
Q uWu
 Knoten liegen, da sonst 	C-"-~$ maximal < Q u,u wuSu < Q uyuy 
<
¼
G
u)2u_
Q

biu)t	biuF

ç Kreuzungen, also fu¨r vEÜ ho¨chstens <¼
G
u)1uè
Q
uÞ
Kreuzungen hat.
Analog wird gezeigt, daß in den von äBå bestimmten Halbebenen  å

und  åQ ebenfalls
mindestens < Q#uyu  Knoten liegen mu¨ssen, damit 	+-¿$- Q  ausreichend Kreuzungen hat.
In dem Winkelbereich µéêZMë åQ muß nun mindestens ein Knoten liegen, da sich
sonst in Â und  åQ jeweils mindestens < Q u2u  Knoten befinden, und diese zusammen mit
- und den b   Knoten mindestens  < Q#uyu  ŁM b  ^ V , also mehr als 
Knoten ergeben.
In  å

ë)
Q liegen mindestens  Knoten. Da ein Knoten in µ gesichert ist, gilt ÚP
1u/\ﬁuÞ fu¨r Ú in (3.4). Die Kanten 	+-¿$-Ò$ und 	+-¿$- Q  haben dann nach (3.4) zusammen
maximal Ù Kreuzungen mit
Ù

Q

uxcb

\ìu


	+wuS\IuSbu¢	CwuS\
Q


Q

uScbwuxb
Q

\ ,
so daß Ù

5	
<
¼
G
u2^uà
Q
u)b

[
<
¼
Q
u_uèb
Q
uè\b

 fu¨r íÞ\b   gilt. Daher hat
	C-¿$-~" oder 	+-¿$- Q  weniger als <¼
G
uvu
Q
uSb
 Kreuzungen.
Fall 2: Der Knoten - liegt innerhalb der konvexen Hu¨lle der b   Knoten.
Es gibt also drei Knoten -Ò , - Q und -
: von den b   Knoten, so daß sich - in dem Dreieck
-Òﬂ-
Q
-
: befindet (siehe Abbildung 3.5). Die drei Halbgeraden, die bei - beginnen und durch
-Ò , - Q und -A: gehen, erzeugen drei Winkelbereiche.
-~
-
Q
-A:
E
vux\
c
E
`

\uS\
c
b Knoten
-
Abbildung 3.5.
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Nach dem Schubfachprinzip und wegen E`b  \ befinden sich in einem der Winkelberei-
che, wie etwa in Abbildung 3.5 angegeben, mindestens <| G
:
E
á

G
|
G
:
b Knoten. Da -A:
die Bedingung fu¨r (3.4) erfu¨llt, und mit Ú1S ux\Wu¡b , haben dann 	C-"-~$ und 	+-¿$- Q  nach
(3.4) ho¨chstens ÙF < ¼Q¡ucb  \ﬁu Q.	+àu\ﬁuÞbDuP	Càu\
 Q Kreuzungen, so daß wie in
Fall 1 die Kanten 	C-"-~$ oder 	+-¿$- Q  weniger als < ¼
G
u_2u)
Q
uFb
Ł Kreuzungen haben,
auf alle Fa¨lle fu¨r E`b  \ . 
Satz 5. Fu¨r ungerades  gilt
=A	+?[


u	+
N
ﬀ
fu¨r ²^	ﬂ79<Buy Q uScuS9    ²	ﬂ79<Buy Q ud?u  mit  x¬H{ <|
8á

.
Beweis. Satz 3 liefert fu¨r die Behauptung eine obere Schranke.
Fu¨r die Abscha¨tzung nach unten wird angenommen, daß es eine Darstellung gibt, in der
mindestens 	+ w ﬂ w Kanten jeweils mindestens ²	ﬀ74<@bu% Q ucbRu w  < ¼ |~
G
u%¬uﬁ
Q
ucb
Kreuzungen haben. Die 	+ Ł ﬀ Ł Kanten bestimmen ì	"	+ N ﬀ N Übﬂ  b  
Knoten. Dann gibt es einen Knoten - , der mit mindestens
Q
ã<
Q
<

Q
<
 

c Kanten
inzidiert, die jeweils mindestens < ¼ |~
G
uywuy
Q
uxc Kreuzungen besitzen.
Fall 1: Der Knoten - liegt außerhalb der konvexen Hu¨lle der b  c Knoten.
Mit -~ und - Q werden die beiden der   c Knoten bezeichnet, die mit - zwei Geraden
ä und äBå bestimmen, so daß ä und äBå einen Winkelbereich beschreiben, in dem die restlichen

N Knoten liegen (siehe Abbildung 3.6).
-~
-
Q
Eb
N Knoten
-
Â

Q

å


å
Q
ääBå
µ
Abbildung 3.6.
Sowohl 	+-¿$-Ò$ als auch 	+-¿$- Q  haben nur dann mindestens < ¼ |~
G
uyvuy
Q
uScb Kreuzungen,
wenn in den beiden Halbebenen Â und  åQ jeweils mehr als <|~Q uÒu  Knoten liegen, weil
sonst maximal <
|~Q uyuy vuxu <|~Q u,u  < ¼ |~
G
u#u9
Q


1
u9r	ﬀb>u

u#ç
Kreuzungen, also fu¨r ÂE ho¨chstens <¼ª|~
G
uÛ4u
Q
uàcÒu
 Kreuzungen, auf diesen Kanten
sein ko¨nnen. Daraus folgt, daß in µÂë  åQ mindestens ein Knoten liegt, weil sich sonst
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die Mindestanzahlen von Knoten in Â und  åQ und den restlichen Knoten von 01	ﬀ74<@ zu

<
|~
Qîuyu
 
b

\ﬃx
N summieren.
In  å

ë1
Q liegen mindestens b V Knoten. Mit einem Knoten in µ gilt Ú2u\ìu
	b
a
 fu¨r Ú in (3.4), so daß fu¨r die maximale Anzahl Ù von Kreuzungen auf 	C-¿$-~" und
	C-¿$-
Q
 nach (3.4) folgt
Ù

Q

uScb

\u


	+vux\u¢	ﬀb

uN	CXu¡\
Q


Q



uScbwuSb
Q
uS .
Also ist Ù

5	
<
¼
|~
G
u¡du¡
Q
ucbﬃ
<
¼
|~
Q u/bdu/
Q
u/`b fu¨r /í\b  \ . Das ist ein
Widerspruch zu der Annahme, daß sowohl 	C-"-~$ als auch 	+-¿$- Q  mindestens < ¼ |~
G
uxdu

Q
uSc Kreuzungen haben.
Fall 2: Der Knoten - liegt innerhalb der konvexen Hu¨lle der b  c Knoten.
Drei der b  c Knoten bilden ein Dreieck -~ﬂ- Q -
: , in dem sich - befindet (siehe Abbildung
3.7). Die drei Halbgeraden, die -~ , - Q und -A: enthalten und sich in - treffen, erzeugen drei
Winkelbereiche.
-Ò
-
Q
-A:
E
vux\
c
E
`b

UuS\
c
b
 Knoten
-
Abbildung 3.7.
Da yE¢`  U gilt, befinden sich nach dem Schubfachprinzip in einem der Winkelbereiche,
wie in Abbildung 3.7, mindestens <
| G
:
E
á

8z|
G
:
ï
Ü Knoten. Mit -A: wird die
Bedingung in (3.4) erfu¨llt und mit ÚàxZu\¬u	ﬀ   haben 	C-"-~$ und 	C-¿$- Q  zusammen
ho¨chstens Ù¡ <¼Q uFcb  \%u Q 	+2u\%uV	ﬀb V ,ua	C2u\$
Q
Kreuzungen, so daß 	C-¿$-~"
oder 	+-¿$- Q  weniger als < ¼ |~
G
uywuy
Q
uScb Kreuzungen fu¨r yE`  U hat. 
Wird nun eine Darstellung 0T35	ﬀ74<@ mit
6 
 betrachtet, so liegen die weiteren Knoten
 fu¨r   bLRbR$9u
6
innerhalb der Gebiete, die von den Diagonalen des
6
-Ecks erzeugt
werden. Die Anzahl der Kreuzungen auf einer Kante von einem Knoten  zu einem Knoten
- des
6
-Ecks liegt zwischen  und ²^	ﬂ74<@Mu  . In dem folgenden Lemma wird fu¨r alle
6
gezeigt, daß es Darstellungen 0935	ﬂ74<@ gibt, in denen ein sogenanntes Zentralgebiet ð exi-
stiert, so daß alle Kanten von Knoten des
6
-Ecks zu Knoten in ð mindestens ñ Kreuzungen
besitzen.
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Lemma 4. Es existiert eine Darstellung 0 3 	ﬂ79<B mit einem Zentralgebiet ð , so daß jede
Kante von einem Knoten in ð zu den Knoten auf dem Rand der konvexen Hu¨lle mindestens
ñ#
	
6
ux
Q

Kreuzungen hat.
Beweis. ò ×Å$ÆÇrÈFÉ.Ê : Bilden die Knoten auf dem Rand der konvexen Hu¨lle ein re-
gula¨res
6
-Eck  , so entsteht in der Mitte einer solchen Zeichnung ein Zentralgebiet ð (siehe
Abbildung 3.8).
ðð
Abbildung 3.8. Zentralgebiet ð in 0
}
	ﬂ7^}$ und 0 O 	ﬂ7
O
 .
Eine Kante von einem Knoten in ð zu einem Knoten von  wird von einer Diagonalen der
La¨nge  , von zwei Diagonalen der La¨nge c und allgemein von
»
u
 Diagonalen der La¨nge
»

3
|~
Q geschnitten. Daraus folgt fu¨r die Anzahl ñ der Kreuzungen
ñ9
D

Sóóó>
6
uxc


3
|~
Q


	
6
uS
Q


ò
ÄVÅ$ÆÇrÈFÉ5Ê : Eine Darstellung 0 3 	ﬂ79<B mit einem Zentralgebiet kann auf folgende
Weise konstruiert werden.
Zuna¨chst werden
3
Q Geraden so in die Ebene gelegt, daß sie paarweise nicht parallel
sind und ein
3
Q -Eck umschließen, das dann das Zentralgebiet ð wird. Ein Kreis 7 wird
betrachtet, dessen Mittelpunkt in dem
3
Q -Eck liegt, und dessen Radius so gewa¨hlt ist, daß alle
ô
¼
Q Schnittpunkte der Geraden innerhalb von 7 liegen, und kein Punkt aus dem
3
Q -Eck mit
einem der Schnittpunkte zwischen den Geraden und einem der Schnittpunkte der Geraden
mit dem Kreis kollinear ist. Die
6
Schnittpunkte der Geraden mit 7 sind dann die Knoten
von 0435	ﬀ74<@ (siehe Abbildung 3.9).
ðð
7
Abbildung 3.9. Zentralgebiet ð in 0
öõ
	ﬂ7^öõ .
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Eine Kante von einem Knoten in ð zu einem Knoten von  wird von
»
u
 Diagonalen der
La¨ngen
»
]LbcLbRR
3
|
Q
Q gekreuzt. Hinzu kommen die Kreuzungen, die von den Diagona-
len der La¨nge
3
Q des
6
-Ecks, den Hauptdiagonalen, erzeugt werden. Jede dieser Diagonalen
der La¨nge
3
Q wird von
3
|
Q
Q Kanten zwischen Knoten in ð und des
6
-Ecks geschnitten, also
haben die Hauptdiagonalen zusammen
3
Q
3
|
Q
Q Kreuzungen mit diesen Kanten. Diese Kreu-
zungen sind in der Darstellung auf die einzelnen Kanten so gleich wie mo¨glich verteilt, so
daß mindestens 
3
3
Q
3
|
Q
Q Kreuzungen zu jeder dieser Kanten hinzukommen. Also gilt in
diesem Fall
ñﬃ
3
|~
Q


6
ux
\

	
6
ux
Q



Fu¨r Darstellungen 0 3 	ﬂ79<B mit wu
6
Knoten im Zentralgebiet gilt folgendes Korollar.
Korollar 2. Es gilt =>	+DM <|
3
Q

6
	
»
u

 fu¨r » LcLRRR¿
3
Q und
 MN
¥(÷®ø9	ﬂñ
$I	
»
u

u
»
Q
N
 mit ñ aus Lemma 4.
Beweis. In 0 3 	ﬂ79<B hat jede Kante zwischen einem Knoten aus ð und einem Knoten des
6
-Ecks mindestens ñ Kreuzungen. Die Diagonalen der La¨nge
»
im
6
-Eck haben jeweils 	 » u

	
6
u
»
u

 Kreuzungen. Hinzu kommen 	+u
6
	
»
u

 Kreuzungen von Kanten zwischen
Knoten aus ð und des
6
-Ecks, so daß die Diagonalen der La¨nge
»
p¬Á	
»
u

	
6
u
»
u



	Cwu
6
	
»
u

[¡W	
»
u

u
»
Q
N
Kreuzungen besitzen.
Sind ñ und p beide gro¨ßer als   , so haben ho¨chstens 	
»
u


6
Kanten zwischen Knoten
des 6 -Ecks und die <
|
3
Q Kanten zwischen den Knoten in ð weniger als  , Kreuzungen.
Bilden die Knoten in ð ein konvexes 	Cu
6
 -Eck, so haben die Diagonalen der La¨nge ù
innerhalb des 	+ u
6
 -Ecks mindestens 	ﬂùﬁu  	C u
6
uxùﬁu

i]	+ u
6
R	ﬂùﬁu

tuxù
Q
/
Kreuzungen. Damit ergibt sich das folgende Korollar.
Korollar 3. Es gilt =>	+DM 6 	 » u    	Cvu 6 	ﬂù#u   fu¨r » ÞLbcLbRRr
3
Q ,
ù(LcLRRR¿
<|
3
Q und  ¿è ¥(÷ø4	ﬀñ$W	 » u  u »
Q
N
L	+wu
6
	ﬀùﬃu

uù
Q
N
 mit
ñ aus Lemma 4.
Kapitel 4
Untere Schranken fu¨r Darstellungen mit
kleinen konvexen Hu¨llen
Bei Beweisen der Werte von =>	+? werden ha¨ufig Klassen von Darstellungen 0435	ﬀ74<@ un-
tersucht, in denen die Anzahl
6
der Knoten auf dem Rand der konvexen Hu¨lle fest gewa¨hlt
wird. Es gilt fu¨r die minimale Anzahl 
3

	CD von Kanten mit jeweils maximal   Kreuzungen
in geradlinigen Darstellungen 0 3 	ﬂ79<B

3

	+?Ex
	CD . (4.1)
Die Kanten des konvexen
6
-Ecks einer Darstellung 0435	ﬀ74<@ haben keine Kreuzung, also
folgt

3

	+?[E
6
,
und allgemein gilt 
	CDMEc . Diese Aussage wird verscha¨rft durch den folgenden Satz.
Satz 6. Fu¨r eine geradlinige Darstellung 02	ﬂ74<@ mit EU gilt 
	CDMEU . Falls die konvexe
Hu¨lle kein Fu¨nfeck ist, hat 01	ﬀ74<@ mindestens ` ungekreuzte Kanten.
Beweis. In 0
:
	ﬀ74<@ existiert zu jeder Kante & des Dreiecks ein Knoten - im Dreieck mit
gro¨ßtem Abstand zu & . Die Kante zwischen - und dem & gegenu¨berliegenden Knoten des
Dreiecks besitzt keine Kreuzung. Also haben diese Darstellungen drei ungekreuzte Kanten
auf dem Dreieck und mindestens drei weitere Kanten ohne Kreuzung innerhalb des Dreiecks.
In 0 G 	ﬀ74<@ kommen mindestens sechs ungekreuzte Kanten vor. In diesem Fall wird
ein Knoten - innerhalb des Vierecks betrachtet, der zu einer Diagonalen des Vierecks den
gro¨ßten Abstand besitzt. Eine kreuzungsfreie Verbindung von - ergibt sich zu dem Knoten
des Vierecks, der mit - in der gleichen durch die Diagonale bestimmten Halbebene liegt. Fu¨r
jede der beiden Diagonalen existiert daher mindestens eine ungekreuzte Kante, und mit den
vier Kanten der konvexen Hu¨lle folgt auch hier die Behauptung. 
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Lemma 5. Liegen in einer Halbebene, die von einer Geraden ä durch einen Knoten - be-
stimmt wird, genau · Knoten -~$$- Q bRRr$-
ú , so gilt fu¨r die Summe Ù der Kreuzungen auf
den Kanten 	+-¿$-Ò$ , 	+-¿$- Q  bRRtL	C-"-ú
Ù
·
c

·

	+wu·ìu

 .
Beweis. Die Gerade ä teilt die Ebene in die Halbebenen Â und  Q . In Â liegen die ·
Knoten -~ "- Q bRRt$-
ú .
Zuna¨chst werden die Kanten zwischen -¿$-Ò$- Q RRbt$-ú betrachtet. Es gibt ú
:
Dreiecke
der Knoten -~ "- Q bRRt$-
ú . Jedes der Dreiecke kann mit - ein konvexes Viereck bilden, und
damit ergibt sich jeweils eine Kreuzung mit 	+-¿$-
ﬂ fu¨r  xN· .
Jede der ú Q Kanten 	+-
$-
© mit  
Fû
Ł· bildet mit - ein Dreieck -@-+- . Jeder der
Zuè·u
 Knoten in  Q kann mit diesen Dreiecken ein konvexes Viereck bilden, so daß sich
ho¨chstens ú Q 	+wu·ìu   Kreuzungen mit 	+-
$-
z ergeben.
Die Abscha¨tzung fu¨r Ù wird in 0
<
	ﬂ79<B angenommen. 
Lemma 6. Liegt jeweils mindestens ein Knoten in Ë Randdreiecken, die von aufeinanderfol-
genden Knoten des 6 -Ecks von 0 3 	ﬂ79<B gebildet werden, so hat 0 3 	ﬂ74<@ mindestens 6  Ë
kreuzungsfreie Kanten.
Beweis. Durch einen Knoten innerhalb eines Randdreiecks gibt es eine Gerade, die den mitt-
leren Knoten des Randdreiecks von den u¨brigen Knoten von 0T35	ﬀ74<@ trennt. Mit ·X  in
Lemma 5 folgt die Aussage fu¨r die Ë Randdreiecke. 
Korollar 4. Es gilt 
3

	+?[EN
6 fu¨r   Exvuxc und EU .
Beweis. Zum einen haben die
6
Kanten auf dem Rand der konvexen Hu¨lle keine Kreuzungen.
Zum anderen hat jede Diagonale der La¨nge  zwischen zwei Knoten auf dem 6 -Eck, die
ein Randdreieck bestimmt, genau 4u2c Kreuzungen, wenn kein Knoten in dem Randdreieck
ist. Zu jedem Randdreieck, in dem ein weiterer Knoten liegt, existiert nach Lemma 6 eine
kreuzungsfreie Kante.
Also hat 0T35	ﬂ79<@ fu¨r   Evuc mindestens 
6
Kanten mit jeweils maximal   Kreuzun-
gen. 
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4.1 Dreieck als konvexe Hu¨lle
Untersucht werden Darstellungen 0
:
	ﬂ79<B fu¨r yE` , in denen die konvexe Hu¨lle ein Dreieck
ü
mit den Randknoten -~ , - Q und -
: ist. Die Knoten innerhalb von ü werden mit 9 ,  Q RRb ,
<
|
: bezeichnet. Nach Satz 6 existieren mindestens 6 Kanten ohne Kreuzung. Dieses sind
zum einen die Kanten von ü und zum anderen geht von jedem Knoten von ü mindestens
eine kreuzungsfreie Kante zu einem Knoten innerhalb von ü .
Satz 7. Es gelten  :

	+?[E
 fu¨r `9x  Ò \ und  :

	CD[EN fu¨r  Ò U9x  Ò U .
Beweis. Angenommen, 9 hat zu 	+- Q $-A:R den gro¨ßten Abstand, und  Q hat den zweitgro¨ßten
Abstand unter allen Knoten in ü . Bei eventuell gleichem Abstand kann  Q in einer ¨ -
Umgebung so verschoben werden, daß sich eine isomorphe Darstellung ergibt. Nach dem
Beweis von Satz 6 ist 	+-Ò$9$ eine kreuzungsfreie Kante.
Die zu 	C- Q $-A:R parallele Gerade durch  Q wird mit ä bezeichnet. Die Gerade durch 9
und  Q heißt ä õ , und ä  beziehungsweise ä Q sind die Geraden, die -Ò und 9 beziehungsweise
-Ò und  Q enthalten.
Es kann angenommen werden, daß  Q bezu¨glich ä  in der gleichen Halbebene liegt wie
-
Q
. Dann ist das Viereck -Òﬀ9ﬀ Q - Q konvex (i) oder konkav (ii), siehe Abbildungen 4.1 und
4.2.
Ð~Ñ
ÐAÓ
ý9Ñ
ýIÓ
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þÒÑ
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(i)
Abbildung 4.1. 0
:
	ﬂ79<B mit konvexem
Viereck -~ﬂ9ﬀ Q - Q .
-Ò
-
Q
9

Q
-A:
ä
ä
õ
ä

ä
Q
9

Q
(ii)
Abbildung 4.2. 0
:
	ﬀ74<@ mit konkavem
Viereck -Òﬂ9ﬀ Q - Q .
(i) Das offene Gebiet 4 wird von 	+-Ò$- Q  , 	+- Q $-A:R , ä und ä õ begrenzt. Die Kante 	C-~ $ Q 
wird nur von Kanten geschnitten, die 9 mit - Q und mit allen Knoten innerhalb 9
verbinden. Also hat 	C-~ " Q  nur dann mindestens  4° Kreuzungen, wenn in 9
mindestens   Knoten liegen.
Die Geraden ä , ä  , ä Q und 	C- Q "-
:R bestimmen das Gebiet  Q . Auf 	+9$ Q  entstehen
nur Kreuzungen durch Kanten, die -~ mit Knoten innerhalb von  Q verbinden. Dann
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hat 	+9$$ Q  mindestens  ¢ Kreuzungen, wenn innerhalb von  Q mindestens  ¢
Knoten liegen.
Damit folgt fu¨r yU Z  u  , daß weder 	+-Ò$ Q  noch 	+9$ Q  mehr als   Kreuzungen
haben. Da 9 und  Q disjunkt sind, folgt fu¨r F  W U mit dem Schubfachprinzip
auch, daß ho¨chstens eine der beiden Kanten 	+-Ò $ Q  oder 	+9" Q  mehr als   Kreu-
zungen hat.
(ii) Das Gebiet 9 wird von 	+-Ò$- Q  und den Geraden ä und ä õ bestimmt, und  Q hat ä ,
ä
 ,
ä
Q und 	+- Q $-A: als Rand. Dann werden 	+-Ò$ Q  beziehungsweise 	C9$ Q  jeweils
	
 DÞ
 -mal geschnitten, wenn in 9 beziehungsweise in  Q mindestens  D Knoten
liegen.
Also haben sowohl 	+-Ò $ Q  als auch 	C9$ Q  fu¨r ¡]U F  weniger als  Ł Kreu-
zungen. Falls U    Ia , dann wird entweder 	+-Ò $ Q  oder 	C9$ Q  ho¨chstens
 
-mal geschnitten, denn 9 und  Q sind auch in diesem Fall disjunkt.
Fu¨r y  = \ gehen also von jedem Knoten -
 des Dreiecks ü zu mindestens zwei inneren
Knoten von
ü
Kanten mit weniger als  t¡ Kreuzungen. Fu¨r E` kann das Punktepaar 9
und  Q nicht gleichzeitig zu allen drei Kanten von ü den gro¨ßten und zweitgro¨ßten Abstand
haben. Es gibt also mindestens noch zwei Kanten 	+ﬀ$k mit weniger als  Òd Kreuzungen.
Mit den Kanten von ü gibt es insgesamt fu¨r `àÁ¢   \ mindestens c  `  2 
Kanten mit jeweils ho¨chstens   Kreuzungen, also gilt  :

	CDME

.
Ist H   4 U , so haben außer den drei Randkanten und den drei Kanten von den
Eckpunkten aus noch mindestens zwei weitere Kanten ho¨chstens   Schnittpunkte, so daß

:

	CDME fu¨r   U4x  M U folgt. 
4.2 Viereck als konvexe Hu¨lle
Nach Satz 6 hat 0 G 	ﬀ74<@ mindestens sechs Kanten ohne Kreuzungen, so daß 
G

	+?[E¢` . Fu¨r
gewisse Werte von  gilt auch der folgende Satz.
Satz 8. Es gelten 
G

	+?ME fu¨r 9xy  ~ \ und 
G

	+DME fu¨r  5 U#x  ~ U .
Beweis. In 0 G 	ﬀ74<@ sind die vier Kanten des konvexen Vierecks -Òﬂ- Q -A: -
G
kreuzungsfrei. Die
Knoten von -Òﬂ- Q -A:-
G
bilden vier Dreiecke. Nach dem Schubfachprinzip gibt es fu¨r jedes Paar
sich nicht u¨berschneidender Dreiecke eines, in dem jeweils mindestens ½ <| GQ ¾ Knoten liegen.
Angenommen, -~ﬂ- Q -
G
ist eines dieser Dreiecke, so gibt es fu¨r aE unter allen Kno-
ten in -Òﬂ- Q -
G
einen Knoten 9 mit gro¨ßtem Abstand zu 	+- Q $-
G
 und einen Knoten  Q mit
zweitgro¨ßtem Abstand zu 	+- Q $-
G
 . Die Kanten 	C-~ " Q  beziehungsweise 	+9 $ Q  haben in
der Darstellung des vollsta¨ndigen Teilgraphen mit den Knoten 9 ,  Q und -
 mit  Wa\
ho¨chstens zwei Kreuzungen beziehungsweise eine Kreuzung (vergleiche Abbildung 2.1 fu¨r
0
G
	ﬂ7
á
 ).
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Die zu 	+- Q $-
G
 parallele Gerade ä durch  Q teilt die Ebene so, daß in der einen Halb-
ebene nur die beiden Knoten -~ und 9 liegen (siehe Abbildung 4.3). Dann ko¨nnen 	C-~ $ Q 
beziehungsweise 	+9$ Q  nur von Kanten geschnitten werden, deren einer Endpunkt 9 be-
ziehungsweise -Ò ist. Es gibt also in 0 G 	ﬀ74<@ keine Kante, die sowohl 	C-~$$ Q  als 	+9$ Q 
gleichzeitig schneidet. Es folgt, daß 	+-Ò $9" keine Kreuzung hat, 	+-Ò$ Q  ho¨chstens   fu¨r
u`1
 
u und 	+9$ Q  ho¨chstens   fu¨r u`à   u  . Also haben die drei Kanten
jeweils weniger als  MN Kreuzungen fu¨r 9Sd   \ .
-Ò
-
Q
9

Q
-A:
-
G
ä
Abbildung 4.3.
Analog ergeben sich drei Kanten mit ho¨chstens   Kreuzungen in einem zweiten Dreieck,
-Òﬂ-
Q
-
: oder -Òﬀ-A: -
G
, fu¨r / ê  # \ . Bei den beiden Kanten zwischen den inneren
Knoten  kann es sich um dieselbe Kante handeln. Also folgt 
G

	CDﬁEÁ\

c

Á fu¨r
9x
 
\ .
Fu¨r ¢H`     u  é  ì U hat mindestens eine der Kanten 	+-Ò $ Q  oder 	+9$ Q 
ho¨chstens   Kreuzungen; dann folgt 
G

	CDME . 
4.3 Fu¨nfeck als konvexe Hu¨lle
Fu¨r 0
8
	ﬂ79<B gelten folgende Abscha¨tzungen nach unten.
Satz 9. Es gelten  8

	+?ME fu¨r `9xy  ~ \ und  8

	+DME fu¨r  5 U#x  ~ \ .
Beweis. Es werden Darstellungen 0
8
	ﬀ74<@ mit den Knoten -Ò , - Q , -A: , -
G
und -A8 auf dem
Rand der konvexen Hu¨lle betrachtet. Jeder weitere Knoten liegt in mindestens drei Vierecken
-
®-
ª-©- mit  Ł
Nû2
ù
Ü»
U . Fu¨r FE` bilden etwa die Knoten -~ , - Q , -A: und -
G
ein Viereck, in dem mindestens ein weiterer Knoten der Darstellung liegt. Dann gibt es eine
Gerade ä durch einen Knoten, etwa 9 , in -Òﬂ- Q -A:-
G
, welche die Ebene so teilt, daß nur - Q und
-A: in einer der Halbebenen liegen (siehe Abbildung 4.4). Alle weiteren Knoten von 0 8 	ﬀ74<@
außer 9 befinden sich in der anderen Halbebene.
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-Ò
-
Q
-A:
-
G
-
8
9
ä
Abbildung 4.4.
In der Darstellung 0
8
	ﬂ7
á
 des vollsta¨ndigen Teilgraphen mit den Knoten des Fu¨nfecks
und 9 haben 	C- Q "9$ und 	C-
:=$9" zusammen ho¨chstens drei Kreuzungen, wovon keine
der beiden Kanten mehr als zwei besitzt (vergleiche 0 8 	ﬀ7 á  in Abbildung 2.1). Es ko¨nnen
nur Kanten, deren einer Endpunkt - Q beziehungsweise -A: ist, eine Kreuzung auf 	C-
:=$9"
beziehungsweise auf 	+- Q $9$ erzeugen, so daß fu¨r 2uÞ`^   u keine der beiden Kanten
	C-
Q
"9$ oder 	C-
:R$9$ mehr als   Kreuzungen hat. Dann haben zwei Kanten von 9 aus
weniger als   Kreuzungen fu¨r `4x   \ .
Analog kann fu¨r zwei weitere Vierecke -+-s-©- gezeigt werden, daß es fu¨r /   \
zwei Kanten von Knoten des Fu¨nfecks zu einem Knoten innerhalb des Fu¨nfecks gibt, die
weniger als  ¢ Kreuzungen besitzen. Angenommen, der Knoten 9 hat in jedem der drei
betrachteten Vierecke zu der jeweiligen Diagonalen des Fu¨nfecks den gro¨ßten Abstand, so
gibt es mindestens vier Kanten von 9 zu Knoten der konvexen Hu¨lle mit weniger als  M¢
Kreuzungen. Daraus folgt  8

	+?EU

\#/ fu¨r `9x  ¬ \ .
In -~ﬂ- Q -A:-
G
hat ho¨chstens eine der Kanten 	+- Q $9" oder 	+-A:=$9" mehr als   Kreuzungen,
falls Âu`9   uy . Dies gilt ebenfalls fu¨r mindestens zwei weitere Vierecke -+-s-k-
 . Eine
dieser Kanten kann in zwei der drei Vierecke vorkommen. Also gilt  8

	+?IEPU

(Ł fu¨r
`9x
 
\ . 
Kapitel 5
Fu¨nf Kanten mit weniger als
Kreuzungen
Fu¨r Darstellungen 02	ﬂ74<@ wurde in [17] gezeigt, daß 6 A	+Dì  fu¨r SE G
:
 WJ
	ﬀK
 
 gilt.
Dieser Aussage entsprechen die in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse zu geradlinigen
Darstellungen 02	ﬀ74<@ . Es wird gezeigt, daß fu¨r alle   E  und genu¨gend große  Darstellun-
gen 0
8
	ﬂ79<B existieren, in denen nur die Kanten auf dem Rand der konvexen Hu¨lle weniger
als  MN Kreuzungen haben.
In [18] wurde schon õ@	CD[/U fu¨r E bewiesen.
Satz 10. Es gilt Bb	+D[U fu¨r E  .
Beweis. Aus Satz 6 folgt BR	CD%EæU . Zur Abscha¨tzung nach oben wird zuna¨chst die Abbil-
dung 5.1 betrachtet. In dieser Darstellung des 7s haben nur die Kanten der konvexen Hu¨lle
weniger als zwei Kreuzungen.
Abbildung 5.1. BR	  [NU .
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In Abbildung 5.2 ist eine Ausschnittsvergro¨ßerung des Zentralgebietes aus Abbildung
5.1 dargestellt. In die fu¨nf mit  markierten Gebiete ko¨nnen nacheinander weitere Knoten
gezeichnet werden, so daß die Aussage des Satzes auch fu¨r  #x  ` gilt.
Abbildung 5.2. Abbildung 5.3.
Der Ausschnitt einer Darstellung 0
8
	ﬂ7
á
 in Abbildung 5.3 hat zwei mit  gekennzeich-
nete Gebiete, in die Knoten eingefu¨gt werden ko¨nnen, deren Kanten immer mindestens zwei
Kreuzungen haben. Damit ist BR	CD[/U fu¨r    bewiesen.
Der Nachweis von BR	CD#£U fu¨r ÞE   folgt wegen (3.1) aus den Sa¨tzen 11 und 12.
In Abbildung 5.3 ko¨nnen natu¨rlich auch weitere Knoten eingefu¨gt werden, deren Kanten
jeweils mindestens zwei Kreuzungen haben. 
Satz 11. Es gilt  Q 	+D[U fu¨r E   .
Beweis. Aus Satz 6 folgt  Q 	CDMU .
In Abbildung 5.4 ist eine Darstellung 0X	ﬂ7^ so gezeichnet, daß nur die Kanten der
konvexen Hu¨lle weniger als drei Kreuzungen haben.
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Abbildung 5.4.  Q 	  [NU .
Es gilt  Q 	+?ﬁÜU fu¨r   Ł , wenn in Abbildung 5.5 in die mit  gekennzeich-
neten Gebiete des Ausschnitts aus Abbildung 5.4 nacheinander jeweils ein weiterer Knoten
gelegt wird. Die Kanten von jedem Knoten dieser Art haben dann jeweils mindestens drei
Kreuzungen.
Abbildung 5.5.
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Fu¨r PE c  ergibt sich  Q 	+?^ U wegen (3.1) aus der Konstruktion von 0 8 	ﬀ74<@ fu¨r
 
/c im Beweis von Satz 12. 
Satz 12. Es gilt =A	+?[/U fu¨r E ~
:
	U
 
uSU

U
 
U und   Ec .
Beweis. Nach Satz 6 gilt wieder =A	+DMEU .
Fu¨r 
	CD[NU wird 0
8
	ﬂ79<B zuna¨chst fu¨r d  ~
:
	U
 
u¡U

U
 M
U konstruiert.
Die Knoten -Ò , - Q , -
: , -
G
und -
8 auf dem Rand der konvexen Hu¨lle von 0
8
	ﬂ79<B bil-
den ein regula¨res Fu¨nfeck. Alle restlichen Knoten liegen innerhalb des Zentralgebietes ð .
Hier bilden die Knoten  

$

Q
RbRt$

8q
ein konvexes, gleichseitiges U   -Eck so, daß sich



$

~
$

Q
~
$

:q ~
$

G
 ~
dicht an den Eckpunkten von ð befinden, und etwa  

dicht
bei dem Schnittpunkt von 	C-~$$-
: und 	+- Q $-
8b liegt. Die restlichen ZuyU   uyU Knoten liegen
auf  ~
:
konzentrischen konvexen 	ﬀU   uxU -Ecken mit den Knoten

¯

$
¯
Q
RbRr$
¯
8q|
8
mit #xÂ
 N
c
N
.
Da die Konstruktion vorerst mit einem Winkel von  rotationssymmetrisch sein soll,
wird nur die Lage der Knoten in ð fu¨r einen Ausschnitt entlang der Kante 	+-Ò$-A:R beschrie-
ben (siehe Abbildung 5.6).
Die Seitenla¨nge des gleichseitigen, konvexen U   -Ecks kann so gewa¨hlt werden, daß die
Vierecke -Òﬂ 




-A: mit  x
¡û

 i konvex sind. Von 	+-Ò$-A: aus gesehen, liegen auf
konvexen Bo¨gen fu¨r  mit 9xÂ ~
:
N die Knoten 
¯

jeweils fu¨r  S¬   u  . Die
von den Knoten - Q und 
¯

bestimmten Geraden ä
¼
; 
	

sind in Abbildung 5.6 als gestrichelte
Linien eingezeichnet.
Jeweils fu¨r M  bLbRR   u  liegen die Knoten 
¯

mit geradem  und #S( ~
:
w
beziehungsweise ungeradem  und àÜ)  ~
:
] rechts beziehungsweise links von
ä
¼
; 	

	
, so daß diese Punkte zusammen mit  
~
und - Q konvexe Vielecke bilden. Dabei
sollen diese Punkte so gewa¨hlt werden, daß die Punkte 
¯

fu¨r èEHc und  ÜÂ   u 
immer oberhalb von ä

	
	
; 
	


	
liegen, und daß 
Q

immer oberhalb von ä

	
	
; 
	


	
liegt.
Es sei bemerkt, daß die Punkte so gewa¨hlt werden ko¨nnen, daß alle Punkte unmittelbar
rechts und links von ä 
¼
; 
	

	
jeweils beliebig dicht zusammenliegen.
Bei dieser Konstruktion ist es mo¨glich, daß Mehrfachkreuzungen auftreten, oder daß es
nicht erlaubte Kollinearita¨ten von Knoten gibt. In dem Fall ko¨nnen einzelne Knoten in einer
¨ -Umgebung so verschoben werden, daß die angegebenen Bedingungen erhalten bleiben.
Fu¨nf Kanten mit weniger als  MN Kreuzungen 29
 ﬀﬂﬁ

 ﬀﬃﬁ

  ﬀﬃﬁ
!
    ﬀ ﬁ
"$#
ﬁ

 ﬀ
ﬁ
"
%&ﬁ
%

%

'
ﬁ
ﬁ
'
ﬁ

'
ﬁ

'
ﬁ
!
'
ﬁ
"(#
ﬁ
'
ﬁ
"
'
ﬁ
"*)
ﬁ
'
ﬁ
"*)

'
ﬁ
+
"
'

ﬁ
'


'


'

"
'

"$#

'

"$#
ﬁ
'

+
"$#
+
'

ﬁ
'


'


'

"
'

"$#

'

"(#
ﬁ
'

+
"$#
+
'
!
ﬁ
'
!

'
!

'
!
"
'
!
"(#

'
!
"$#
ﬁ
'
!
+
"$#
+
'
+
ﬁ
'
+

'
+

'
+
"
'
+
"(#

'
+
"$#
ﬁ
'
+
+
"$#
+
'-,
ﬁ
'-,

'-,

'-,
"
'-,
"(#

'-,
"(#
ﬁ
'-,
+
"$#
+
Abbildung 5.6.
Es wird nun gezeigt, daß alle Kanten, außer den fu¨nf Randkanten, mindestens  9 
Kreuzungen haben. Dazu wird im folgenden von zwei Kanten, die von denselben Kanten
geschnitten werden, nur diejenige mit der kleineren Anzahl p von Kreuzungen betrachtet.
Fu¨r die verschiedenen Typen von Kanten wird die Anzahl p jeweils nach unten abgescha¨tzt.
Å&.0/
132
.0/
154
/
Ê mit 9x¬ Q :
Diese Kanten haben Kreuzungen mit den Kanten von - Q zu den  ~
:
Knoten zwischen
ä

¼
; 	

und ä 
¼
; 
	
*
	
dicht bei 	C-~ "-
:R .
Angenommen, es kreuzen auch noch die Kanten von - Q zu den  Knoten  
G
|
Q

:
und


G
|
Q

Q und zu den  ~
:
dicht bei diesen liegenden Knoten, so gilt p9EÁc ~
:

E
 MN
. Fu¨r  
¤

	¥(¦±§w und  Q wird  
:q
anstelle von  
:q ~
gewa¨hlt.
Zum Beweis der Annahme werden die beliebig dicht am Rand von ð und dicht bei  

liegenden Knotenmengen mit U   a¨quidistanten Punkten auf dem Rand von ð identifiziert,
siehe Abbildung 5.7.
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Abbildung 5.7.
Es reicht, den Teil der Darstellung zwischen - Q ,  
:q~
und  
G
 ~
zu betrachten (siehe
Abbildungen 5.8 und 5.9 fu¨r gerade beziehungsweise ungerade   ).
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Auf der zu 	+-Ò $-A:R parallelen Strecke ¶T0 liegen die a¨quidistanten Punkte = auf den
Geraden durch - Q und den a¨quidistanten Punkten auf dem Rand von ð . Die Punkte >¿ auf
¶4Y sind die a¨quidistanten Punkte auf 	+-Ò$-
G
 .
Mit den Winkeln ?ﬁµY#¶  U\ und ?ﬃµì¶T0  @ ergeben sich A µ0 Aﬁ B÷øì
 ,
A ¶T0CArEDb¦FB~  , A ¶TYGAIHJ&K
}
QML
KONQP
8
G
L
und A Y#0 AtRHJ&K }
QML
SOT
P
8
G
L
, wenn A µì¶UA  angenommen wird.
Der Abstand von ¶T0 zu > ist 	   u ﬀÚ mit Úy 

HJ&K
}
QML
SVT
P
8
G
L
und  Þì   , und > hat zu µY
den Abstand XW mit WÛ¡ÚZYﬂ[
øU
\[ HJ&K }
QML

. Fu¨r die Winkel \¿t]?^>ﬂµY ergibt sich
Yﬂ[ø_\.r
`W
B÷øI


	
 
uy ﬀÚ

aDb¦FB~ 
 
B÷øI


	
 
uy  HJ&K
}
Q
L
SOT
P
8
G
L
.
Kann nun fu¨r die Winkel b.¬]?^=µìY gezeigt werden, daß
(i) \ Q   b.  \ Q  ~ mit   û  | QQ fu¨r   ¤  	¥(¦±§v und
(ii) \ Q  |~  b.  \ Q  mit   û  |~Q fu¨r   ¤  	¥(¦±§v
gelten, dann kann die obige Annahme mit entsprechenden ¨ -Verschiebungen der Knoten
erfu¨llt werden, da immer zwei aufeinanderfolgende \ -Werte zwischen zwei aufeinanderfol-
genden b -Werten liegen.
(i) Die Absta¨nde zwischen = und 0 sind Q  H5J&K } Q L

. Also gilt Yﬂ[øcb.ﬁ
Q

HJ&K
}
Q
L


KONQP
}
Q
L

Q


SVT
P
}
Q
L
. Es gilt \ Q 

b.

\
Q
~ genau dann, wenn Yd[ø_\ Q 

Yﬂ[øcb.

Yﬂ[ø_\
Q
 ~ . Die
Ungleichung

û
D¦FB~

 
B÷øI


	
 
uS
û

HJ&K
}
Q
L
SOT
P
8
G
L


û
 
Yﬂ[øW



	ﬀ
û
N
eD¦FBÒ

 
B$÷®øI


	
 
u¢	
û


HJ&K
}
Q
L
SVT
P
8
G
L
ist erfu¨llt fu¨r
û

 |
Q
Q .
µx-
Q
¶Nf=hg

¼i
j>
Y/f>.õ
0]f=Iõ
-Ò
-A8
-
G
b,
b
Q
\,
\
Q
\.:
\
G
k
l men
mo
m@prq
n
s
n
s
o
Abbildung 5.8. Winkel \. und b. fu¨r   ` .
(ii) Die Strecken =z0 haben die La¨ngen t Q |~&u HJ&K } Q L

. Somit gilt Yﬂ[øcb.¬vt
Q
|~&u
HJ&K
}
Q
L


KONQP
}
Q
L

Q
 |~

SVT
P
}
Q
L
. Die Ungleichung \ Q |~

b.

\
Q
 gilt, wenn Yd[ø_\ Q |~

Yd[øcb.

Yd[ø_\
Q
 ist. Es
ist

û
D¦FB~
 
B÷øI


	
 
uS
û

HJ&K
}
Q
L
SOT
P
8
G
L


û
u

 
Yﬂ[øW



	ﬀ
û
N
eD¦FBÒ@
 
B$÷®øI


	
 
u¢	
û


HJ&K
}
Q
L
SVT
P
8
G
L
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erfu¨llt fu¨r
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Abbildung 5.9. Winkel \. und b. fu¨r    .
Å&.
/
1
2zy{
Ê mit  x   :
Diese Kanten haben Kreuzungen mit 	+-Ò $-A:R , 	C 

"-
: und 	C 

"-~$ fu¨r  
ûd


ù
 MN
. Also ist pWE   .
Å&.
/
/
2
.
/
|;}
Ê :
Die Kanten haben Kreuzungen mit 	C 
 
Q
$-~ und mit 	+
¯

$-Ò$ fu¨r     und Zw
 ~
:
N
. Also ist pWE    ~
:
N
E
 N
.
Å&.
/
}
4
/
2
.
/
}
4
{
Ê :
Die Kanten haben Kreuzungen mit 	+ 
8q
$-A:R , 	+
¯

$-A:R und 	+
¯
8q|
8
$-A: mit  x   u  und
9x(
 ~
:

. Also ist pWEÁ	   u   ~
:

 ~
:
N
E
 
.
Å&.~
1
2
.
~
4
/
1
Ê mit #xÂ  ~
:
:
Die Kanten haben Kreuzungen mit 	+ 
~
$^

 fu¨r    u49
û
\
 
u4\ und 9x(  ~
:

.
Also ist pWEÁ	ﬀ   u    ~
:
E
 MN
.
Å&.
/
1
2
.
{
1r
/
Ê mit 9x¬   :
Die Kanten haben Kreuzungen mit 	C 

$


 fu¨r  
ûà


ù
 IP
, 	+

 ~
$
Q

 und
	C-
:="
Q

 fu¨r   uŁ und 	+ 

$
Q

 sowie 	C-~ $
Q

 fu¨r 2
»

 
u

. Also ist
pWE
 
u
D
5	
 
uS[E
 MN
.
Å&.
|;}

|
2
.
~
/
Ê mit 9fA"( ~
:
N :
Die Kanten haben Kreuzungen mit 	+ 

$


 fu¨r    
û
Nc
 M
. Also ist pWE  N .
Fu¨r yí ~
:
	ﬀU
 
u_U


U
 ?
U wird zuna¨chst eine entsprechende Darstellung 0
8
	ﬀ74<@
mit y  ~
:

 	ﬀU
 
uFU


U
 ¬
U Knoten konstruiert, bei der in ð noch zwei weitere
konvexe 	U   uvU -Ecke liegen. Dadurch kommen keine neuen Kantentypen hinzu, so daß alle
Kanten auch mindestens  Òd Kreuzungen haben. Fu¨r 0
8
	ﬀ74<@ mit  ~
:
	U
 
uÛU

U
 Ò
U


 ~
:

 	U
 
u¡U

U
 M
U werden Knoten in der Reihenfolge

¯

, 
¯
|~s
, 
¯
Q
|
Q

, 
¯
:q |
:z
, 
¯
G
 |
G

, 
¯
 |
, 
¯
Q
 |~s|
, 
¯
:q |
Q
|
, 
¯
G
 |
:z|
, 
¯
8q|
G
|
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fu¨r M  bLRRbr¿{ Q

und   ~
:

cL
 ~
:

 aus der Darstellung entfernt, wobei alle
Kanten mindestens  MN Kreuzungen behalten.
Der Beweis von Satz 12 wird vollsta¨ndig, wenn der bisherige Beweis entsprechend fu¨r
 ¢
,
 
 , bR anstelle von   durchgefu¨hrt wird. Es folgen = ~b	+D¢U , =  Q 	CD¬VU , Rb
fu¨r sich u¨berschneidende Intervalle von  , so daß mit (3.1) auch A	CDMU bewiesen ist. 
In Darstellungen, die nach der Konstruktionsbeschreibung aus Satz 12 nur die Knoten
-Ò , - Q , -
: , -
G
, -A8 und  

besitzen, haben die U   Kanten 	+ 

$

~
 zusammen U5	ﬀ   u  
Kreuzungen. Wenn innerhalb des U   -Ecks weitere  
Q
u
 iÞ Knoten liegen, dann haben die
Kanten 	+ 

$

~
 zusammen U5	   u    U5	  
Q
u
 i
[/U
 
Q

U
  Kreuzungen. Eventuell
kann die Lage der  
Q
u
 WV Knoten so gewa¨hlt werden, daß jede Kante 	C 

$

~
 genau
8q ¼ 
8q
8q

 ¬N Kreuzungen hat. Daraus ergibt sich die Vermutung, daß 
	CD[NU schon fu¨r
SE
 
Q

\
 W
` gilt (   E  ). Diese Vermutung ist hier fu¨r   Ü\ nachgewiesen (siehe die
Andeutungen in Abbildungen 5.10 und 5.11 fu¨r   c und   \ und die Sa¨tze 10 und 11).
Abbildung 5.10. :@	[NU .
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Abbildung 5.11. 
G
	c[NU .
Kapitel 6
Schranken und exakte Werte fu¨r kleine
Die exakten Werte von =
	CD fu¨r dN` gehen aus Abbildung 2.1 hervor. Die Frage nach der
minimalen Anzahl von kreuzungsfreien Kanten in 01	ﬀ74<@ , also nach õ@	CD , wurde in [18]
vollsta¨ndig beantwortet.
Im folgenden werden exakte Werte von =A	+? und obere Schranken fu¨r     und
 

 in Tabelle 1 zusammengefaßt.
6.1 Werte fu¨r   edŁ

/
Å5Ê : Aus Rõ@	ﬀŁ` und (3.1) folgt B	EV` . Nach Korollar 2 mit 6 ¢` und » ¢
gilt BR	M` , siehe auch Abbildung A.1. Also gilt BR	ﬀ
i` .

{
Å5Ê  : Aus den Sa¨tzen 7, 8 beziehungsweise 9 folgen  :Q 	ﬀ(E , 
G
Q
	ﬀ(Eê bezie-
hungsweise  8Q 	ﬀ
ﬃE° . In der Darstellung 0
á
	ﬂ7
á
 von Abbildung 2.1 gibt es kein Gebiet,
in welches ein weiterer Knoten gelegt werden kann, der ausschließlich mit Kanten inzidiert,
die jeweils mehr als zwei Kreuzungen haben. Mit den sechs kreuzungsfreien Kanten auf dem
Rand der konvexen Hu¨lle gilt dann 
á
Q
	ﬀ
WEa . Aus Satz 3 mit I  folgt  Q 	ﬀ
Wa . Damit
gilt  Q 	[/ .
LÅ5Ê]  : Da  Q 	ﬀv  folgt mit (3.1), daß :L	ﬀXE  . Nach Satz 3 mit 1  gilt
R:B	ﬀ[ , also ist :B	ﬀiÞ .
LÅ5Ê^ ×F : Nach Satz 3 mit M  gilt 
G
	[

\ .
Angenommen, es gibt eine Darstellung 02	ﬀ7} , in der weniger als  \ Kanten jeweils
ho¨chstens fu¨nf Kreuzungen haben.
Wenn eine Darstellung 01	ﬀ74<L mindestens  Kanten mit jeweils maximal   Kreuzungen
hat, dann hat 01	ﬂ79<B ho¨chstens < Q uF Kanten mit mindestens  ﬃ  Kreuzungen. Die-
se
<
Q uF Kanten bestimmen  < Q u Endpunkte von Kanten, also gibt es nach dem
Schubfachprinzip mindestens einen Knoten, der mit
ù(

<
Q uy

 vu

u
b

(6.1)
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Kanten inzidiert, die jeweils  MN Kreuzungen haben.
In diesem Fall gibt es nach (6.1) mit der Annahme X  c mindestens einen Knoten - ,
der mit mindestens drei Kanten 	C-"-~$ , 	+-¿$- Q  und 	C-"-
:R inzidiert, die jeweils U Kreuzungen
besitzen.
Falls - in dem Dreieck -Òﬂ- Q -A: liegt, so haben nach (3.4) mit ÚdNc zwei der drei Kanten
zusammen ho¨chstens sieben Kreuzungen, also hat mindestens eine dieser Kanten weniger
als fu¨nf Kreuzungen. Es ergibt sich ein Widerspruch zur Annahme.
Wenn - außerhalb des Dreiecks liegt (siehe Abbildung 6.1), und in dem Winkelbereich µ
mindestens ein Knoten liegt, dann haben 	+-¿$-Ò$ und 	+-¿$-A:R nach (3.4) mit Ú1Nc zusammen
ho¨chstens sieben Kreuzungen.
Ð
ÐÒÑ
ÐAÓ
ÐAÖ
Ì
Í
Î
Abbildung 6.1.
Es wird angenommen, daß in µ kein Knoten liegt. In ¶ oder Y liegt ho¨chstens { }s| GQ



Knoten. Liegt nun genau ein Knoten in Y , dann hat 	+-¿$-Ò$ maximal u¡cﬃ\ Kreuzungen.
Entha¨lt Y keinen Knoten, so ist 	+-¿$-Ò$ kreuzungsfrei. Es gibt also keinen Knoten - , der mit
drei Kanten inzidiert, welche jeweils fu¨nf Kreuzungen haben.
Also gilt 
G
	[í

c , und damit 
G
	ﬀi

\ .

|
Å5Ê^ ×F : Aus (3.3) folgt 8L	ﬀi  \ .

}
Å5Ê^êÉ,× mit   : Nach (3.2) gilt =A	ﬀ
i  fu¨r   E` .
6.2 Werte fu¨r   edŁ

/
Å5Ê^ : Nach Korollar 2 mit
6
Þ und
»
 gilt B	[ , siehe auch Abbildung A.1.
Es wird gezeigt, daß BR	 E  gilt, indem die Darstellungen 0935	ﬂ7 fu¨r
6
ï` fu¨r
unterschiedliche konvexe Hu¨llen untersucht werden.
In 0
:
	ﬀ7 kommen mindestens sieben Kanten mit weniger als zwei Kreuzungen vor. Es
wird der Beweis von Satz 7 zu Hilfe genommen. Im Fall (i) des Beweises von Satz 7 befindet
sich ein Knoten I: in 9 , und zwei Knoten 
G
und I8 liegen in  Q , damit 	C-~ $ Q  und
	C9$
Q
 jeweils zwei Kreuzungen haben. Dann ist 	C- Q "I:R kreuzungsfrei, da keine Kante
durch 9 geht, die nicht zu - Q oder I: inzident ist. Falls I: innerhalb von -~- Q  Q 9 , dann
hat 	+ Q $I:b nur eine Kreuzung mit 	C- Q "9$ . Liegt I: außerhalb von -~ﬂ- Q  Q 9 , so kann
	C
Q
$I:R nur Kreuzungen mit 	C- Q $
G
 und 	C- Q $I8b haben. In dem Fall hat 	C-
:"I:R keine
Kreuzung, also gehen dann mit 	+-A:$9$ zwei kreuzungsfreie Kanten von -A: aus. In diesem
Fall gilt  :

	ﬀ[E .
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Fu¨r den Fall (ii) des Beweises von Satz 7 ist es nicht mo¨glich, sowohl auf 	+-Ò $ Q  als
auch auf 	+9$ Q  gleichzeitig jeweils mindestens zwei Kreuzungen zu bekommen, da in 9
und in  Q nicht gleichzeitig jeweils zwei Knoten liegen ko¨nnen. Also gilt  :

	[EN .
In 0 G 	ﬂ7b liegen -Ò , - Q , -A: und -
G
auf dem Rand der konvexen Hu¨lle der Darstellung. Al-
le restlichen Knoten liegen in einem Dreieck, welches von den Diagonalen 	+-Ò $-
:b , 	+- Q $-
G

und einer Randkante des Vierecks, etwa 	+-Ò $-
G
 , umschlossen wird, denn sonst existieren
nach Lemma 6 mindestens sieben ungekreuzte Kanten. Angenommen, 9 hat den gro¨ßten
und  Q den zweitgro¨ßten Abstand zu 	+- Q $-
G
 , siehe Abbildung 6.2. Das Viereck -Òﬂ9ﬀ Q -
Gist entweder (i) konvex oder (ii) konkav.
(i) (ii)
-~-~
-
Q
-
Q
-A:-A:
-
G
-
G
9
9

Q

Q


ää
Abbildung 6.2.
Die Kante 	+9$$ Q  hat nur dann zwei Kreuzungen, wenn sich in dem Gebiet  die bei-
den restlichen Knoten der Darstellung befinden. Dann hat im Fall (i) die Kante 	C-~ $ Q  nur
eine Kreuzung mit 	+-
G
$9$ . Nach Satz 6 hat 0 G 	ﬂ79<B noch weitere sechs Kanten, die kreu-
zungsfrei sind. Also gibt es mindestens sieben Kanten mit weniger als zwei Kreuzungen. Im
Fall (ii) hat die Kante von - Q zu 9 oder  Q , je nachdem welcher von den beiden Knoten den
kleinsten Abstand zu 	C-~ $-A:R hat, nur eine Kreuzung mit 	C-~"-
: , falls die konvexe Hu¨lle von
-Ò , - Q , -A: , 9 und  Q ein Viereck ist. Wenn diese fu¨nf Knoten ein konvexes Fu¨nfeck bilden,
dann hat die Kante von -
G
zu dem Knoten in  , der den gro¨ßten Abstand zu 	+-Ò$-A:R hat,
keine Kreuzung, also gehen dann mit 	C-
G
"9$ zwei kreuzungsfreie Kanten von -
G
aus. Mit
	C-~ "9$ und den vier Kanten des Vierecks -Òﬂ- Q -
: -
G
haben auch in diesem Fall mindestens
sieben Kanten jeweils weniger als zwei Kreuzungen.
Somit gilt 
G

	ﬀME .
Die Knoten auf dem Rand der konvexen Hu¨lle Ø von 0
8
	ﬂ7R bilden das konvexe Fu¨nf-
eck -Òﬂ- Q -
: -
G
-A8 . Angenommen, es liegen mindestens zwei der drei inneren Knoten in einem
Dreieck 0 , wie in Abbildung 6.3, wobei 9 den gro¨ßten Abstand und  Q den zweitgro¨ßten
Abstand zu 	+- Q $-A8R hat. Dann ist 	C-~"9$ kreuzungsfrei, und 	C9$ Q  hat ho¨chstens eine
Kreuzung mit 	+-Ò$I:b . Zusammen mit den fu¨nf kreuzungsfreien Kanten des Fu¨nfecks hat
eine solche Darstellung mindestens sieben Kanten mit jeweils weniger als zwei Kreuzungen.
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(ii)
Ð~Ñ
Ð
Ó
ÐAÖÐ76
Ð78
ý9Ñ
ýIÓ
Abbildung 6.3.
(i)
(ii)
ÐÒÑ
ÐAÓ
Ð
ÖÐ6
Ð8
ý9Ñ
ýIÓ
ýIÖ
Abbildung 6.4.
Falls in 0 nur ein Knoten 9 liegt, dann ist 	C-~ $9" kreuzungsfrei. Die beiden Knoten  Q
und I: befinden sich im Zentralgebiet ð von 0
8
	ﬀ7 . Auf 	+ Q $I:b ko¨nnen nur Kreuzungen
von 	C9$-A:R und 	+9 "-
G
 entstehen, siehe Abbildung 6.4. Dann hat 	C Q $- Q  nur eine Kreu-
zung. Auch in diesem Fall kommen mindestens sieben Kanten mit ho¨chstens einer Kreuzung
vor.
Angenommen, die Knoten 9 ,  Q und I: bilden ein Dreieck in ð von 0
8
	ﬀ7R . Jede
Seite des Dreiecks kann nur von solchen Kanten geschnitten werden, deren einer Endpunkt
im Dreieck dieser Kante gegenu¨berliegt, und deren anderer Endpunkt ein Knoten von Ø ist.
Diese Kanten haben auf Ø keinen gemeinsamen Punkt, also haben die Seiten des Dreiecks
zusammen ho¨chstens fu¨nf Kreuzungen.
Wenn zwei der Dreiecksseiten jeweils mehr als eine Kreuzung haben, dann gibt es eine
Gerade ä durch zwei Punkte des Dreiecks, so daß in einer von ä bestimmten Halbebene vier
Knoten von Ø liegen, siehe Abbildung 6.5. Somit befinden sich die beiden Knoten auf ä
nicht in ð .
(i)
(ii)
9

Q
I:
ä
Abbildung 6.5.
In diesem Fall haben mindestens zwei Kanten des Dreiecks in ð und die Kanten von Ø
weniger als zwei Kreuzungen.
Daraus folgt  8

	ﬀ[E .
Falls in 0
á
	ﬂ7R mindestens einer der beiden inneren Knoten 9 oder  Q in einem Rand-
dreieck liegt, dann folgt aus Lemma 6, daß die Darstellung mindestens sieben kreuzungsfreie
Kanten hat. Falls sich die beiden inneren Knoten in demselben Gebiet von 0
á
	ﬂ7
á
 befinden,
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dann ist deren Verbindung kreuzungsfrei. Aufgrund der Symmetrie von 0
á
	ﬀ7
á
 liegt einer
der beiden Knoten, etwa 9 , in Gebiet µ oder ¶ , siehe Abbildung 6.6.




ÐÒÑ ÐAÓ
Ð
Ö
Ð76Ð78
Ð7 
Abbildung 6.6.
Liegt 9 in µ , so kann 	+- Q $9$ nur eine zweite Kreuzung von 	C-~" Q  erhalten. Wenn  Q in
¶ liegt, dann hat 	+9$$ Q  nur eine Kreuzung. Falls sich  Q in Y befindet, so hat 	C-
G
"
Q
 nur
eine Kreuzung.
Angenommen, 9 liegt in ¶ . Die Kante 	+- Q $9" kann nur eine weitere Kreuzung von
	C-
:="
Q
 bekommen, andernfalls liegen 9 und  Q in zwei benachbarten Gebieten von 0
á
	ﬂ7
á
 ,
und 	C9$ Q  hat nur eine Kreuzung. Also liegt  Q in 0 , und 	+-Ò $ Q  hat nur eine Kreuzung
mit 	+- Q $- á  .
Somit gilt 
á

	ﬀ
%EÜ , da die Kanten auf dem Rand der konvexen Hu¨lle und eine innere
Kante von 0
á
	ﬂ7b weniger als zwei Kreuzungen haben.
Daraus folgt BR	[EN , also ist Bb	ﬀi .

{
Å5Ê : Aus @R	ﬀŁ und (3.1) folgt  Q 	EV . Nach Korollar 2 mit 6 ¢ und » ¢
gilt  Q 	M , siehe auch Abbildung A.2. Also gilt  Q 	ﬀ
i .
LÅ5Êh  : Die Abscha¨tzung R:B	ﬀﬁ  folgt aus Satz 3 fu¨r #æ , siehe auch Abbildung
A.5.
Angenommen, es gibt eine Darstellung, in der ho¨chstens sieben Kanten weniger als vier
Kreuzungen haben. Dann folgt aus (6.1) mit ¢  , daß ein Knoten - existiert, der mit
mindestens sechs Kanten inzidiert, die jeweils mindestens vier Kreuzungen haben.
Dieser Knoten - kann nicht auf dem Rand der konvexen Hu¨lle von 01	ﬂ7R liegen, denn
sonst haben zwei der sieben mit - inzidenten Kanten keine Kreuzung.
Wenn - außerhalb der konvexen Hu¨lle dieser sechs Knoten liegt, dann ist ÚX  fu¨r (3.4),
und zwei der sechs Kanten von - haben zusammen nur vier Kreuzungen.
Angenommen, der Knoten - liegt in einem Dreieck -Òﬂ- Q -A: . Die drei Geraden durch -
und jeweils eine Ecke des Dreiecks bestimmen die sechs Winkelbereiche µ , µ Q , ¶ﬁ , ¶ Q ,
YI beziehungsweise Y Q , in denen ·B , · Q , ¸z , ¸ Q , p beziehungsweise p Q Knoten liegen (siehe
Abbildung 6.7).
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µ
µ
Q
¶ﬁ¶
Q
YI
Y
Q
-
-~
-
Q
-A:
Abbildung 6.7.
Es soll · ·B  · Q , ¸Z ¸z  ¸ Q , pZ pb  p Q und ·yH¸^êp gelten. Jede Kante, deren
Knoten bezu¨glich jeder der drei Geraden in verschiedenen Halbebenen liegen, kann zwei der
drei Kanten 	C-"-~$ , 	C-¿$- Q  und 	+-¿$-A:R kreuzen. Liegen zwei Knoten in einem der drei Win-
kelbereiche, die von den Halbgeraden von - durch die Ecken des Dreiecks bestimmt werden,
so kann deren Kante weder 	C-"-~$ noch 	C-"- Q  oder 	C-¿$-
: schneiden. Alle restlichen Kan-
ten haben ho¨chstens eine Kreuzung mit einer der drei Kanten. Damit sind die Anzahlen der
Kreuzungen auf zwei der drei Kanten 	+-¿$-Ò$ , 	+-¿$- Q  und 	C-¿$-
:b wie folgt beschra¨nkt:
Ù
Q
N·.	ﬂ¸

p



¸ p
Q

¸z

p
Q Kreuzungen auf 	C-"-~q und 	+-¿$- Q  ,
Ù
Q
:%N¸>	ﬂ·

p



·
Q
p

·
Q

p Kreuzungen auf 	C-"- Q  und 	+-¿$-A:R und
Ùö:%NpA	ﬂ·

¸



·± ¸
Q

·B

¸
Q Kreuzungen auf 	C-"-~q und 	+-¿$-A:R . (6.2)
Mit ·  ¸  pÂé·B  · Q  ¸z  ¸ Q  pb  p Q ]du\ haben die drei Kanten zusammen
maximal
Ù
Q
:%xwuS\

·B¸

·@p

¸©p

·±$¸
Q

·
Q
p

¸z p
Q (6.3)
Kreuzungen.
Falls eine der Summen Ù~ã kleiner als 5	  ¢  ist, oder Ù Q :

c5	
 ¢
 gilt, so hat eine
der drei Kanten weniger als  MN Kreuzungen.
Im Fall Fæ werden die vier Knoten auf die sechs Winkelbereiche verteilt. Falls ·w
¸
 mit pWN\ , so folgt Ù Q   	 I \ N    óóIx \9\

45	
 ¢
 . Wenn
· 

, ¸ﬃ
 mit p#Ác angenommen wird, dann ist Ù Q :(æ . Im Fall ·   und ¸ﬃæ ist
p%a und damit Ù Q :TP` fu¨r pI  und p  , und fu¨r pbWP gilt Ù Q P . Es bleibt der
Fall ·4¸¬  mit pÞ . Fu¨r ·B[  ist Ùö:ì , und sonst gilt Ù Q :N` .
Also hat in jedem Fall mindestens eine der drei Kanten 	+-¿$-Ò$ , 	C-¿$- Q  oder 	+-¿$-A:R weni-
ger als vier Kreuzungen, und es folgt R:@	ﬀ[Þ .
LÅ5Ê : Aus Satz 3 mit W¢ folgt 
G
	¢ . Nach (3.1) und :@	¬V gilt 
G
	EV ,
also 
G
	ﬀi .

}
Å5ÊG ×F mit  ¢¡ 2  2  : Nach Satz 3 mit   gilt =>	  ` fu¨r UZ   P . Wenn
eine Darstellung existiert, fu¨r die =
	CD[  U gilt, so gibt es nach (6.1) mit Â  U mindestens
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einen Knoten - , der mit mindestens vier Kanten inzidiert, die jeweils  9 Kreuzungen
besitzen. Liegt - außerhalb der konvexen Hu¨lle der vier Endknoten dieser Kanten, so folgt
analog zu Fall 1 von Satz 4 mit v  , daß eine Kante von - zu einem der vier Knoten
weniger als   Kreuzungen hat.
Fu¨r den Fall, daß - im Inneren der konvexen Hu¨lle der vier Knoten liegt, wurde schon in
dem Beweis fu¨r R:@	ﬀ gezeigt, daß dann eine Kante mit weniger als vier Kreuzungen mit -
inzidiert. Daraus folgt =A	ﬀ[E  ` fu¨r U9    und somit =
	i  ` .
£LÅ5Ê^êÉa : Aus (3.3) folgt ﬂL	ﬀi
\ .

}
Å5Ê^êÉa mit  ¤ : Fu¨r   E gilt =A	ﬀ
i nach (3.2).
6.3 Werte fu¨r    d¥Ł

/
Å
¤
Ê^ : Aus Abbildung A.1 folgt BR	[` .
Fu¨r eine Abscha¨tzung nach unten bleiben nach Satz 6 nur Darstellungen 0
8
	ﬂ7
O
 mit dem
Fu¨nfeck -Òﬂ- Q -
: -
G
-
8 auf dem Rand der konvexen Hu¨lle zu betrachten. Liegt mindestens ein
innerer Knoten nicht in dem Zentralgebiet ð , so folgt aus Lemma 6, daß mindestens sechs
ungekreuzte Kanten in 0
8
	ﬂ7
O
 vorkommen. Es wird also angenommen, daß sich die inneren
vier Knoten in ð befinden.
Zu jeder der Diagonalen des Fu¨nfecks hat einer der Knoten in ð den gro¨ßten Abstand.
Daher hat mindestens einer der vier Knoten in ð , etwa 9 , zu zwei knotendisjunkten Diago-
nalen des Fu¨nfecks jeweils den gro¨ßten Abstand.
Angenommen, 9 hat unter allen Knoten in ð die gro¨ßten Absta¨nde zu 	C-~ "-
G
 und
	C-
Q
"-
8R , siehe Abbildung 6.8.
-Ò
-
Q
-A:
-
G
-A8
9
ä

ä
Q
Abbildung 6.8.
Die zu 	+-Ò$-
G
 beziehungsweise 	+- Q $-A8R parallelen Geraden ä  beziehungsweise ä Q durch
9 teilen die Ebene so, daß nur - Q und -A: beziehungsweise -A: und -
G
in einer Halbebene
liegen. Daher hat 	+-A:$9$ nur die eine Kreuzung mit 	C- Q "-
G
 . Es folgt, daß mindestens sechs
Kanten mit jeweils ho¨chstens einer Kreuzung in 0 8 	ﬂ7
O
 vorkommen, so daß B	i/` gilt.
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LÅ
¤
Ê^
¤ : Aus Satz 3 mit MÞ folgt 
G
	ﬀM .
Wenn es eine Darstellung mit mehr Kanten gibt, die jeweils  B1 Kreuzungen haben, also

G
	ﬀ¬Ł gilt, dann hat diese Darstellung nach (6.1) mit V mindestens einen Knoten - ,
der mit mindestens sieben Kanten mit jeweils mindestens fu¨nf Kreuzungen inzidiert. Dieser
Knoten kann nicht außerhalb der konvexen Hu¨lle der sieben Knoten liegen, weil sonst analog
zu Fall 1 des Beweises von Satz 5 mit ﬃ folgt, daß von - mindestens zwei Kanten mit
weniger als fu¨nf Kreuzungen ausgehen.
Es kann also angenommen werden, daß - in einem Dreieck -Òﬀ- Q -A: liegt, wobei 	C-¿$-~" ,
	C-¿$-
Q
 und 	+-¿$-A:R mindestens fu¨nf Kreuzungen haben. Die restlichen fu¨nf Knoten der Dar-
stellung werden auf die sechs Winkelbereiche aufgeteilt (Abbildung 6.7), welche von den
Geraden durch - und jeweils einer Ecke des Dreiecks bestimmt werden. Wird jede Auftei-
lung dieser Knoten auf die Winkelbereiche beru¨cksichtigt, so folgt mit (6.2) und (6.3), daß
fu¨r ·w ¸4  mit p9U die Summe Ù Q  U


æ5	
 Ia
 ist. Fu¨r ·v  und ¸9 
mit p4 \ ist Ùö:^  . Wenn ·2  und ¸TÜ , also p4 c , gewa¨hlt wird, so gilt Ù Q £c
fu¨r ¸  . Fu¨r ¸z  folgt Ù Q :T  \


UÂPc5	
 IV
 , und fu¨r ¸z] ist Ùö:T] . Falls
· Ü¸#
 mit p9Ác , so gilt Ù Q æ mit ¸%  , und fu¨r ¸z  und ·B  ist Ùö:Zæ .
Im Fall ¸zﬁ  und ·±%  folgt Ù Q :( . Schließlich bleibt der Fall ·   und ¸#Ü mit
pﬃÁ zu untersuchen. Fu¨r ¸z  gilt Ù Q Á . Wenn ¸z  , so folgt Ù Q :(æ mit pì 
und Ù Q ` mit pbi/ . Fu¨r ¸zMpi  gilt Ù Q  . Falls ¸z[ , dann folgt Ùö:ìN .
Daraus folgt, daß in 01	ﬂ7
O
 von keinem Knoten drei Kanten ausgehen, die jeweils fu¨nf
Kreuzungen haben, also 
G
	ﬀ[E und damit 
G
	ﬀ[/ .

|
Å
¤
Ê^
¤ : Aus 
G
	ﬀ
i/ und (3.1) folgt 8B	ﬀ[E . Wegen Satz 3 mit Þ gilt 8@	M ,
also 8L	ﬀi .
¦LÅ
¤
Ê^ ×F : Aus Satz 3 mit M  folgt  á 	[   .
Fu¨r die Abscha¨tzung nach unten wird angenommen, daß  á 	ﬀ
9   gilt. Dann gibt es
nach (6.1) mit x   mindestens einen Knoten - , der zu fu¨nf Knoten -~ , - Q , -A: , -
G
und
-A8 benachbart ist, so daß die Kanten von - zu diesen Knoten jeweils mindestens sieben
Kreuzungen haben. Wenn - außerhalb der konvexen Hu¨lle dieser fu¨nf Knoten liegt, dann
folgt analog zu Fall 1 des Beweises von Satz 5 mit w  , daß mindestens eine der fu¨nf
Kanten weniger als sieben Kreuzungen hat.
Es wird nun angenommen, daß sich - innerhalb der konvexen Hu¨lle der fu¨nf Knoten
befindet, also liegt - in einem Dreieck, etwa -~ﬂ- Q -A: , wobei 	+-¿$-Ò$ , 	+-¿$- Q  und 	+-¿$-A:R jeweils
mindestens sieben Kreuzungen haben. Wie im Beweis fu¨r 
G
	ﬀ gezeigt, hat eine der drei
Kanten weniger als fu¨nf Kreuzungen. Also gilt  á 	[E   .

}
Å
¤
Ê§ ×F mit   ¤ : Nach Satz 3 mit    gilt =
	   fu¨r   ï . Aus

á
	ﬀi

 folgt wegen (3.1), daß =A	ﬀ[E   fu¨r   E , also =A	ﬀ[   fu¨r #    .

/¨
Å
¤
Ê^êÉa : Die Schranke BöõL	ﬀM folgt aus Satz 3 mit   .
Angenommen, es gilt @öõB	ﬀP` , dann gibt es nach (6.1) einen Knoten - , der mit drei
Kanten inzidiert, welche jeweils mindestens elf Kreuzungen haben. Analog zu Fall 1 des
Beweises von Satz 5 mit   folgt, daß eine dieser Kanten weniger als elf Kreuzungen hat,
wenn - außerhalb der konvexen Hu¨lle der drei Endknoten der Kanten liegt. Befindet sich -
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in dem Dreieck, daß von den drei Knoten aufgespannt wird, so folgt aus dem Beweis fu¨r

G
	ﬀ , daß eine der Kanten ho¨chstens drei Kreuzungen hat. Also gilt BöõB	Ea
 und damit
@öõB	ﬀi
 .
6.4 Werte fu¨r   e©«ª¬

/
ÅR×Ä5Ê^ : Aus Abbildung A.1 folgt BR	  [` .
Wie im Fall BR	 sind nur Darstellungen mit fu¨nf Knoten auf dem Rand der konvexen
Hu¨lle zu betrachten. Wenn im Zentralgebiet ð von 0
8
	ﬂ7öõ ein Knoten zu zwei Diagonalen
jeweils den gro¨ßten Abstand hat, dann folgt mit der gleichen Argumentation wie im Beweis
fu¨r Bb	ﬀ , daß sechs Kanten mit weniger als zwei Kreuzungen in der Darstellung vorkommen.
Also ist die konvexe Hu¨lle der Knoten in ð ein Fu¨nfeck, so daß jeder Knoten  in ð auf
genau einer Geraden liegt, die parallel zu der Diagonalen ist, zu der  den gro¨ßten Abstand
hat, wie in Abbildung 6.9.
-Ò
-
Q
-A:
-
G
-A8
9

Q
I:

G
I8
Abbildung 6.9.
Die Kante 	+-Ò$9$ wird gekreuzt von 	+- Q $-A8R . Eine weitere Kreuzung auf 	+-Ò $9q ist
nur mo¨glich, wenn  Q mit -~ , -
8 und 9 ein konvexes Viereck bildet. Dann hat 	C-~ $9"
mindestens mit 	C-~$$ Q  eine zweite Kreuzung. Analog wird gefolgert, daß 9 mit -Ò , - Q
und  Q ein konvexes Viereck bilden muß, damit 	+-Ò$ Q  mindestens zwei Kreuzungen hat.
Dann ist -~ﬂ- Q  Q 9ﬀ-A8 ein konvexes Fu¨nfeck. Aus Gru¨nden der Symmetrie gilt dies fu¨r jedes
Knotenpaar zweier Knoten, die auf dem Fu¨nfeck in ð benachbart sind. Dann geht von jedem
Knoten in ð nur eine Kante aus, die durch das Fu¨nfeck in ð la¨uft. Daraus folgt, daß auf
den fu¨nf Kanten des Fu¨nfecks in ð insgesamt ho¨chstens fu¨nf Kreuzungen sind. Also gilt
@	

[EU .
­LÅR×Ä5Ê^êÉ5Ä : Nach Satz 3 mit M/ folgt B}R	  [N  .
Angenommen, es gilt B}R	  à   . Dann gibt es nach (6.1) mit ¢   in 01	ﬂ7^öõ
mindestens einen Knoten - , der mit mindestens sechs Kanten inzidiert, die jeweils mehr
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als   Kreuzungen haben. Liegt - außerhalb der konvexen Hu¨lle der sechs Endknoten dieser
Kanten, so folgt analog zu Fall 1 des Beweises von Satz 4 mit ﬃ , daß mindestens eine
der sechs Kanten weniger als acht Kreuzungen hat.
Wenn - in einem Dreieck -~- Q -A: liegt, wobei 	C-¿$-~" , 	+-¿$- Q  und 	+-¿$-A:R jeweils minde-
stens  r_ Kreuzungen haben, dann kann mit (6.2) gezeigt werden, daß eine der drei Kanten
weniger als acht Kreuzungen hat. Fu¨r ·yê¸Z  mit p ` folgt, daß Ù Q ê`


`à
~	
 I]
 . Falls ·2  und ¸4  , also p U , so gilt Ùö:  . Im Fall ·2  und ¸T  ,
und damit p4Ü\ , folgt Ù Q :Z  \ . Wenn ·w  und ¸4Üc mit p9c , so ist Ù Q :^  U . Fu¨r
·dê¸Â
 mit p^é\ gilt Ùö:w  c , falls ·±  , und es ist Ù Q :X z fu¨r ·B(  . Falls
·T
 und ¸IN mit pWNc , dann ist Ùö:ﬁ  \ fu¨r ·B  , und fu¨r ·BM  folgt Ù Q :ﬁ  c . Es
bleibt nur noch der Fall ·9N¸/ mit p zu betrachten. Fu¨r ·±i  folgt Ùö:   . Falls
·B
 ist, so gilt Ù Q    fu¨r ¸z  , und es ist Ùö:ﬃ  \ fu¨r ¸zWE  . Im Fall ·B¬V folgt
Ù
Q
:

 . Also gilt B}b	  ME  .
Damit ist @}R	  i  bewiesen.

}
ÅR×Ä.Ê® É5Ä mit   ×Ä : Wegen (3.1) und B}R	  Wa  gilt 
	  Ia  fu¨r   EP .
Aus Satz 3 mit MÞ folgt =A	 z [  fu¨r   b . Dann ist =A	 z i/  fu¨r #    z .
6.5 Werte fu¨r   e©Ł©
¯LÅR×5×Ê^êÉ5É : Aus Satz 3 mit M/ folgt 
O
	


[ .
Falls 
O
	

ìæ
 gilt, dann gibt es nach (6.1) mit væ  in 01	ﬂ7^s$ mindestens einen
Knoten - , der mit mindestens sieben Kanten inzidiert, die jeweils mehr als neun Kreuzungen
haben. Wenn - außerhalb der konvexen Hu¨lle der sieben Endknoten dieser Kanten liegt, so
folgt analog zu Fall 1 des Beweises von Satz 5 mit 4° , daß mindestens eine der sieben
Kanten weniger als neun Kreuzungen hat.
Angenommen, - liegt in einem Dreieck -Òﬂ- Q -A: , wobei die Kanten von - zu den Ecken des
Dreiecks jeweils mindestens neun Kreuzungen haben. Dann kann mit (6.2) gezeigt werden,
daß eine der drei Kanten weniger als  IŁ Kreuzungen hat. Im Fall ·vÜ¸4  mit p9Ü
folgt, daß Ù Q P


ÂŁ5	
 V
 . Fu¨r ·Z  und ¸  , also p%a` , ist Ù Q :T  c . Wenn
·d
 und ¸Â  mit pZéU , dann gilt Ù Q :w   . Falls ·d  und ¸Âéc , also pÂH\ , ist
Ù
Q


c fu¨r ¸zﬃ  , und es gilt Ùö:Z   fu¨r ¸zﬃE . Im Fall ·w ¸#  mit p4U folgt
Ùö:#

` fu¨r ·BW  , und es gilt Ù Q :#   fu¨r ·BW  . Fu¨r ·Z  und ¸Ł mit pìŁ\ folgt
fu¨r ·Bi¸zM  , daß Ù Q   , und fu¨r ·BM  und ¸zME  gilt Ùö:   . Wenn ·BM  , dann
gilt Ù Q :Â  ` . Angenommen, es ist ·w  und ¸9æc , also p4æc , dann folgt Ù Q    fu¨r
¸zM

. Im Fall ¸i und p[  ist Ù Q :ì  ` . Wenn ¸zM und p[  , dann gilt Ùö:ì  `
fu¨r ·±  , und es ist Ù Q :4  ` fu¨r ·BI  . Fu¨r ¸z] und p Q E] folgt Ù Q   c . Im Fall
¸zì]c gilt Ùö:T  ` . Schließlich bleibt der Fall ·]¸%] mit pﬃac zu betrachten. Wenn
·B

, dann gilt Ùö:ﬁ   . Fu¨r ·B[  und ¸M  folgt Ù Q   U . Falls ·±[  und ¸z  ,
so folgt Ù Q :T  ` fu¨r pb  , und fu¨r pìEÁ ist Ù Q   ` . Wenn ·B  und ¸zì] , dann
folgt Ùö:%  ` . Im Fall ·BMÞ gilt Ù Q :ì  U .

/¨
ÅR×5×Ê^êÉ5É : Nach Satz 3 mit M/ folgt Böõ@	  [ . Wegen (3.1) und 
O
	

i/ gilt
@öõB	

[E
 .
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6.6 Zusammenfassung der bekannten Werte fu¨r ° ± ª
und ² ©«ª
In Tabelle 1 werden die exakten Werte (fett) und die oberen Abscha¨tzungen (kursiv) von

	CD fu¨r       bRRr z und dLcLRRR¿b  angegeben.
³ ´µ ¶ · ¸ ¹ º » ¼ ½ ¾&¿ ¾À¾ ¾r¶ ¾r· ¾&¸ ¾&¹ ¾&º ¾À» ¾r¼ ¾r½ ¶-¿
¿ Á Â Ã Ä Ä Å Ä Ä Ä ÆMÆÆ
¾
.
.
.
.
.
.
Å Ä Å Å Ç Å Å Ä ÆMÆÆ
¶
.
.
.
Á7È Å Ç Ç É É É Ê Ë Ë Ë Ë Ë Ä ÆMÆÆ
·
.
.
.
ÁÌ Ç Í É Î Î É É Ê Ë Ë Ë Ë Ë Ë
¸ ÁÄ ÁÃ Í Ï Î Ð-Ñ Î Î Î Î É É É É É
¹
.
.
.
ÁÃ Á7Å Ï Î Ð-Ñ Ð-Ð Ð-Ñ Ð-Ñ Ð-Ñ ÐÀÑ Î Î Î Î
º ÌÁ Á7Å Á7Í ÐÀÑ Ð-Ñ Ð-Ð Ð-Ò Ð-Ò Ð-Ñ ÐÀÑ ÐÀÑ Ð-Ñ Ð-Ñ Ð-Ñ
»
.
.
.
Á7Å Á7Í ÌÈ Ð-Ñ Ð-Ð Ð-Ò Ð-Ò Ð-Ò ÐÀÐ ÐÀÐ Ð-Ð Ð-Ð Ð-Ñ
¼ Ì7Ã Á7Í ÌÈ Ò-Ò Ð-Ð Ð-Ò Ð-Ó Ð-Ò ÐÀÒ ÐÀÒ Ð-Ò Ð-Ð Ð-Ð
½ Ì7Í Á7Í ÌÈ ÌÌ Ò-Ò Ð-Ò Ð-Ó Ð&Ô ÐÀÓ ÐÀÓ Ð-Ò Ð-Ò Ð-Ó
¾r¿
.
.
.
Ì7Ç ÌÈ ÌÌ Ò&Ô Ò&Ô Ð-Ó Ð&Ô ÐrÔ ÐrÔ Ð&Ô Ð-Ó Ð-Ó
Tabelle 1.
Die Eintra¨ge in der folgenden Tabelle sind Referenzen der oberen Schranken fu¨r =A	+?
aus Tabelle 1. In den Zellen sind die Nummern der entsprechenden Abbildungen beziehungs-
weise ein (a) oder ein (b) eingetragen, wobei die Werte fu¨r (a) aus Satz 3 und fu¨r (b) aus
Korollar 2 folgen.
³ ´µ ÕGº » ¼ ½ ¾&¿ ¾-¾ ¾&¶ ¾&· ¾&¸ ¾&¹ ¾&º ¾À» ¾r¼ ¾r½ ¶À¿
¿ 2.1 [18] [18] [18] [18]
¾ 2.1 A.1 A.1 A.1 A.1 5.1
¶ 2.1 A.2 A.2 A.2 A.2 A.2 A.3 A.4 A.4 A.4 A.4 A.10 5.4
· 2.1 A.5 A.5 A.5 A.6 A.6 A.7 A.7 A.8 A.9 A.10 A.10 A.10 A.10 A.10
¸ 2.1 (a) (a) (a) (b) (b) A.11 A.12 A.13 A.13 A.14 A.14 A.14 A.14 A.14
¹ 2.1 (a) (a) (a) (b) (b) (b) A.15 A.16 A.17 A.17 A.18 A.19 A.19 A.19
º 2.1 (a) (a) (a) (a) (b) (b) (b) A.20 A.17 A.17 A.21 A.21 A.22 A.23
» 2.1 (a) (a) (a) (a) (b) (b) (b) A.20 A.24 A.25 A.25 A.26 A.27 A.23
¼ 2.1 (a) (a) (a) (a) (a) (b) (b) (b) A.28 A.29 A.30 A.31 A.27 A.32
½ 2.1 (a) (a) (a) (a) (a) (b) (b) (b) (b) A.33 A.34 A.31 A.35 A.36
¾r¿ 2.1 (a) (a) (a) (a) (a) (a) (b) (b) (b) A.37 A.38 A.39 A.40 A.36
Tabelle 2.
Kapitel 7
Schlußbemerkungen
In dieser Arbeit wurden Darstellungen des vollsta¨ndigen Graphen untersucht, in denen die
minimale Anzahl 
	CD von Kanten mit jeweils ho¨chstens   Kreuzungen vorkommen. Die
Abscha¨tzungen der Werte von =A	+D nach oben sind in den meisten Fa¨llen durch geeignete
Konstruktionen nachgewiesen worden. Untere Schranken sind im allgemeinen nur schwer
zu zeigen.
Fu¨r Darstellungen mit mindestens fu¨nf Knoten gilt A	CDMEU . Es konnte gezeigt werden,
daß es zu jedem   fu¨r E 8
:
 
Q
SJ
	
 
 Darstellungen 0
8
	ﬀ74<@ gibt, in denen nur die Kanten
auf dem Rand der konvexen Hu¨lle weniger als   Kreuzungen haben.
Die Vermutung, daß =
	CDiU schon fu¨r yE  
Q

\
 
` gilt, konnte nur fu¨r   \ nach-
gewiesen werden. Ein allgemeiner Beweis scheint u¨ber eine rein konstruktive Methode nur
schwer durchfu¨hrbar zu sein, da schon in den bekannten Darstellungen keine ausreichenden
Regelma¨ßigkeiten zu erkennen sind.
Fu¨r die maximale Anzahl #>	CD mit jeweils ho¨chstens   Kreuzungen in Darstellungen
02	ﬂ74<@ wurden von HARBORTH und MENGERSEN in [15, 16] erste Ergebnisse erzielt. Es
wurde unter anderem gezeigt, daß ho¨chstens bàu kreuzungsfreie Kanten in 01	ﬀ74<L vor-
kommen. Dies gilt auch fu¨r geradlinige Darstellungen [18].
Diese und a¨hnliche Probleme ko¨nnen natu¨rlich auch auf andere Graphenklassen u¨ber-
tragen werden. Jedoch scheint es, als ob diese Fragen gerade fu¨r den vollsta¨ndigen Graphen
besonders schwer zu beantworten sind.
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Anhang A
Abbildungen
Die Abbildungen in diesem Anhang weisen die oberen Schranken fu¨r die Werte von =A	+? in
Tabelle 1 nach. Einige Abscha¨tzungen sind in einer Abbildung zusammengefaßt, in dem in
einer Darstellung Gebiete mit  gekennzeichnet sind, so daß die Kanten von einem Knoten
in einem solchen Gebiet immer die erforderliche Anzahl von Kreuzungen haben.
Abbildung A.1. B	ﬀ[` , BR	ﬀ
[ , BR	M` und BR	  [N` .
Abbildung A.2.  Q 	ﬀM ,  Q 	ﬀ[ ,  Q 	ﬀ
 ,  Q 	 z [ und  Q 	  M .
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Abbildungen 47
Abbildung A.3.  Q 	  M .
Abbildung A.4.  Q 	+D[N` fu¨r  c4x  ` .
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Abbildung A.5. :B	ﬀ
[ , :@	[N und :@	[N .
Abbildung A.6. :B	  [ und :@	  [N .
Abbildung A.7. :B	  
[ und :@	  c[N .
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Abbildung A.8. :@	  \M .
Abbildung A.9. :@	  UM` .
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Abbildung A.10. =A	+DM` fu¨r  `4x  und   Nc .
Abbildung A.11. 
G
	

[N .
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Abbildung A.12. 
G
	

c[N .
Abbildung A.13. 
G
	

\
[ und 
G
	

U[ .
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Abbildung A.14. 
G
	+D[ fu¨r  `9S  .
Abbildung A.15. 8@	  c[  .
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Abbildung A.16. 8@	  \[  .
Abbildung A.17. =A	  U[  und 
	  `[  fu¨r   `
54
Abbildung A.18. 8@	  [N .
Abbildung A.19. R8B	+D[ fu¨r  9S  .
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Abbildung A.20. =>	  \
   fu¨r   /`b .
Abbildung A.21.  á 	  [ z und  á 	  [  .
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Abbildung A.22.  á 	  [  .
Abbildung A.23. =>	ﬀ   z fu¨r   /`b .
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Abbildung A.24. B}R	  U[   .
Abbildung A.25. @}	  `[ 
 und B}R	  [  .
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Abbildung A.26. B}R	  [  .
Abbildung A.27. =>	  
 
 fu¨r   /b .
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Abbildung A.28. ﬂ@	  U[   .
Abbildung A.29. ﬂ@	  `[  
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Abbildung A.30. ﬂ@	  [   .
Abbildung A.31. =>	  
   fu¨r   /b .
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Abbildung A.32. ﬂ@	ﬀ  [  .
Abbildung A.33. 
O
	

`[

c .
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Abbildung A.34. 
O
	

M

c
Abbildung A.35. 
O
	

M


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Abbildung A.36. =A	ﬀ  [  c fu¨r   L  .
Abbildung A.37. BöõB	  `[  \
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Abbildung A.38. BöõB	  [  \
Abbildung A.39. BöõB	  [  \
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Abbildung A.40. BöõB	  [  c
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